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Resumen

La optimizacion restringida sirve como base para la mayoria de los problemas econdmicos, que son
formulados matematicamente por una funcién objetivo f, sujeta a una funcién de restriccidn. Tal
restriccién puede ser de una o mas variables, segun la cantidad de variables que posea la funcién
objetivo f, y si son restricciones de igualdad o de desigualdad. Las restricciones de igualdad se
resuelven con los multiplicadores de Lagrange y las restricciones de desigualdad con las condiciones
de Kuhn-Tucker, utilizando las condiciones necesarias mediante el uso de las derivadas de primer
orden.

Las condiciones suficientes para la optimizacién utilizan derivadas de segundo orden, tomando
como base la forma cuadratica de una funcién f y el calculo matricial, mediante el uso de la matriz
de segundas derivadas o la matriz del Hessiano Orlado. La definicidn de tales matrices determina si
la funcién en estudio es céncava o convexa, lo cual proporciona informacién si se trata de una
funcién que tiene un maximo o un minimo. Ambos tipos de programacion, no lineal y cdncava, seran
aplicados a un ejemplo integrador, con el fin de sacar conclusiones y visualizar todo lo comentado
en calculos matematicos. Por ultimo, los dos tipos de programacién matematica, programacion no
lineal y la programacion céncava, se aplicaran en un modelo econédmico. El modelo econémico
estara basado en una empresa que debe ajustar su estructura de produccién debido a factores
exdgenos que afectan a toda la economia en su conjunto.

Palabras clave
Kuhn-Tucker

Matriz segundas derivadas
Multiplicadores de Lagrange
Optimizacidn

Programacion Concava

Programacién no Lineal
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Introduccion general

éPor qué optimizamos en Economia? La Optimizaciéon es uno de los ejes fundamentales de la
economia, junto con el Equilibrio y el Empirismo. En economia optimizamos porque al ser una
ciencia de eleccidn, debemos asignar nuestros recursos escasos de la mejor manera posible, es decir
elegir la mejor alternativa posible, con el fin de maximizar algo (Por ejemplo, la ganancia de una
empresa, la utilidad de un consumidor o la tasa de crecimiento de una empresa o de la economia
de un pais) o de minimizar algo (Por ejemplo, el costo total de produccién). Los problemas de
maximizacion y los problemas de minimizacién son considerados como problemas de optimizacion.

En los problemas de optimizacidn nuestro objetivo se formula matematicamente mediante la
funcién objetivo, en la que la variable dependiente es el objeto de maximizacidon o minimizacién, y
en la que el conjunto de variables independientes indica los objetos cuyas magnitudes econdmicas
puede tomar vy elegir la unidad econdmica en cuestion, con una visién a optimizar. Este conjunto de
variables independientes que optimizan la funcién objetivo es hallado mediante técnicas
matematicas, utilizando el calculo diferencial.

Como debemos maximizar o minimizar la funcién objetivo, matematicamente esto es hallar sus
valores extremos. Suponiendo que la funcion objetivo es diferenciable, los extremos se encuentras
efectuando la derivada de la funcién objetivo con respecto a cada una de sus variables
independientes e igualar a cero esas derivadas, luego hallar dichos valores de las variables
independientes. Sin embargo, esto se realiza de esta forma cuando la funcién objetivo no esta
restringida por otras funciones, llamadas funciones de restriccion. Por lo general, los problemas de
optimizacion son restringidos, por ejemplo por una restricciéon presupuestaria, y estas restricciones
pueden ser de igualdad o de desigualdad, habiendo una o varias. Si las restricciones son de igualdad,
para optimizar la funcién objetivo se utiliza la técnica de los multiplicadores de Lagrange. Ahora
bien, si las restricciones son de desigualdad, el proceso de optimizacidn de la funcién objetivo para
hallar los extremos es mediante la técnica de Kuhn-Tucker, que es una extension de la técnica de
Lagrange. Estas técnicas mencionadas pertenecen a una rama de la matematica llamada
Programacion matematica. Las programaciones mas utilizadas en esta rama de la matematica son
la Programacion Lineal, la Programacion no Lineal y la Programacién Cdncava, entre otras. Entre la
Programacion no Lineal y la Programacién Concava hay una relacién, que es desarrollada utilizando
el calculo matricial y el calculo diferencial.
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Primera parte: Convexidad y Programacion no
Lineal.

n la primera parte se abordardn los conceptos de Programacién No lineal y Programacion

Cdncava, explicando la relacién entre ambos tipos de Programacién. La programaciéon no

lineal tiene como base la optimizacion restringida. La optimizacidn restringida utiliza cdlculo
diferencial para hallar la solucion de un problema de maximizacion o de minimizacion, utilizando
funciones no lineales para la funcién objetivo y para las funciones de restriccion. El conjunto de
restricciones del problema de optimizacién pueden ser relaciones de igualdad o de desigualdad.
Cuando el conjunto de restricciones es de igualdades, se utilizan los multiplicadores de Lagrange, el
cual es un procedimiento para encontrar los maximos y/o minimos de funciones de varias variables
sujetas a condiciones especificas o restricciones. Sin embargo, el método de multiplicadores de
Lagrange puede modificarse para determinar éptimos de una funcién de varias variables sujeta a un
conjunto de restricciones de desigualdad, algunas de las cuales pueden ser satisfechas como
igualdades. Las condiciones necesarias, para que una solucion sea dptima en un problema sujeto a
una restriccion de desigualdad se conocen como las condiciones de Kuhn-Tucker.

Por otro lado la Programacién Cdncava utiliza el criterio de la segunda derivada, las condiciones
suficientes de segundo orden, para definir si los puntos criticos hallados a partir de la optimizacion
restringida corresponden a un maximo, a un minimo o ninguno. La Programaciéon Céncava utiliza la
definicion de matrices simétricas por medio de los determinantes para clasificar como es el punto
critico en cuestion. Se estudia como es la concavidad de las funciones de restriccion y de la funcion
objetivo. La base de la Programacion Céncava son las formas cuadraticas y los conceptos de
concavidad y convexidad.
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Capitulo 1: Optimizacion restringida

1.1 Introduccidn a la optimizacion restringida

La economia se define a veces como el estudio de la asignacion optima de recursos escasos. Cuando
hablamos de 6ptimo estamos tratando un problema de optimizacién y cuando hablamos de escaso
implica que los recursos en este problema de optimizacién no son libres de tomar cualquier valor.
Por ejemplo, el consumo de un hogar esta limitado por sus ingresos disponibles o la produccién de
una empresa esta limitada por el costo y su disponibilidad de insumos y de trabajo, capital, los
factores productivos. Es por este motivo que los problemas de optimizacién son fundamentales en
la Teoria Econdmica. Estos problemas de optimizacion se formulan matematicamente maximizando
una funcién de varias variables, donde tales variables estan limitadas por algunas ecuaciones de
restriccion.

Esta formulacién matematica puede expresarse como
Maximizar f(xq1, X2, .., Xn)
Donde f(xq, x5, ..., X, ) €sta sujeto a las restricciones
91 (X1, X2, e, Xn) S by, oo, G (X1, X2, vy X)) < by
hi(x1, X, ey Xp) = €1y oy M (X1, X5, oo, X)) = Cpp

La funcidn f es la funcién objetivo, g4, g2, ---, gk son las funciones de restricciéon de desigualdad y
hq, hy, ..., hy, son las funciones de restriccion de igualdad.

En las aplicaciones econdmicas, las variables independientes deberdn ser no negativas, es decir x; =
0,x, =0,...,x, = 0. Habra restricciones de no negatividad.

Ejemplos de optimizacion restringida

Ejemplol1.1.1: Problema de maximizacién de la utilidad
El problema de optimizacién es

Maximizar U (xq, X2, ..., Xn)

Sujeto a

P1X1 +P2X2 + -+ PpXy < B

x120,%20,..,x, 20

Donde B es el ingreso (Presupuesto) y p; es el precio del bien j.

Ejemplo1.1.2: Problema de maximizacién de |a utilidad con mano de obra
El problema de optimizacién es

Maximizar U (x4, X3, ..., Xn)
Sujeto a
P1X1 + P2Xp + o+ Xy < B+ wlg
lo+1, =24
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Donde [yson las horas de trabajo, [, son las horas de ocio, w es el salario, B’son ingresos no salariales
y B" + wl, es el presupuesto.

Eiemplol1.1.3: Problema de maximizacidn de beneficios de una empresa competitiva
Para este problema de maximizacion de beneficios de una empresa competitiva se tiene que

X1, X3, --., X SONn los insumos.

y = f (x4, %3, ..., X,) Es la funcién de produccién

p Es el precio de venta fijo de las cantidades producidas.
w; Es el costo del insumo.

El problema de optimizacidn es

Maximizar pf (x1, X, oo, Xp) — 27:1 Xj Wj

Sujeto a

n
pf(xq, %2, o) Xn) — Z xjwj 20

j=1
91 (X1, X2, e, Xn) S by, e, G (X1, X2, vy X)) < by
x120,%20,..,x, 20
Con g; restricciones sobre la disponibilidad de los insumos.

Para hablar de optimizacion restringida se desarrollaran, en primer lugar, las restricciones de
igualdad, partiendo del caso mas simple de dos variables y una restriccion de igualdad, dando
importancia al motivo por el cual se utilizan las condiciones de cualificacién para la optimizacion
restringida. Luego se analizard el caso de mas variables y restricciones al problema de optimizacion.
Por ultimo, se trataran las restricciones de desigualdades tomando como base las restricciones de
igualdad para llegar al tema de la programacion no lineal y las condiciones de Kuhn Tucker, que es
el centro de este trabajo.

1.2 Restricciones de igualdad

Las restricciones de igualdad sirven como base para la Programacién no Lineal. Como se mencioné
anteriormente, cuando el conjunto de restricciones es de igualdad, se utilizaran los multiplicadores
de Lagrange. Partimos con el caso mas simple de restricciones de igualdad, a saber, dos variables
independientes y una restriccion de igualdad.

Una restriccion de igualdad con dos variables
El problema de optimizacién es

Maximizar f(xq, x3)

<@
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Sujeto a
h(xy,x;) = ¢

Examinemos la soluciéon geométrica de este problema de optimizacién ignorando que las variables
X1, X, Sean no negativas.

Grafiguemos el conjunto de restricciones ¢ en el plano x;x, acompafiado de una muestra
representada de las curvas de nivel de la funcidn objetivo f continua. Geométricamente, el objetivo
es encontrar la curva de nivel de valor mas alta de f que cumpla con el conjunto de restricciones. El
conjunto de nivel més alto de f debe tocar a ¢, de lo contrario debe estar en un lado de c. En otras
palabras, que la curva de nivel mas alta de f para tocar el conjunto de restricciones ¢ debe ser
tangente a ¢ en el maximo restringido. Esto ocurre en el punto (xj, x3). Esta condicion de tangencia
significa que la pendiente del conjunto de niveles de f debe ser igual a la pendiente de la curva de
restriccion c en (x7, x3).

La pendiente del conjunto de niveles de f en (x7,x3) es

ofr
_a—xl(xI,XE‘)

of
9, 1 X2)

c

En el maximo restringido (x1,x5), la curva de nivel mas alta de f es tangente al conjunto de
restricciones c. La pendiente del conjunto de restricciones {h(x;,x;) = c} en (x1,x;) es

oh * *
—(x1,x
axl( 1 2)
o o, .
—(x],x
o (5, %3)
Asi, igualando se tiene

of oh
o (LX2) ()

af ~  0h
o, C1x2) G- (0 xg)

Cancelando los signos negativos

(-
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of on
e (x1,x3) o (x1,%3)

af ~ ohn
o, FLX2) 5 (e xg)

Reescribiendo esta ecuacién como
af * * af * *
—(x1,x —(x1,x
axl( 1 2) _ axz( 1’ 2)

oh T oh
. X)) 5 -0 x3)

u Es el valor comun de los cocientes anteriores (Para evitar trabajar con denominadores cero), asi
af * * af * *
—(x1,x —(x1,x
axl( 1» 2)_6962( 1 2)

oh ~ oh
o, L X2) 5 (1, x3)

En forma de sistema de ecuaciones, queda

0 oh
{(afl(xpxz) Ha 1(x1:x2)

af * * * *\ __
(a—xz(xl,xz) —ua—xz(xl,xz) =0

Hay tres incégnitas x1,Xx, y 4 .Entonces se necesitan tres ecuaciones, o sea, se necesita una
ecuacion mas dentro del sistema de ecuaciones. La tercera ecuacidon es la de la restriccion
h(xy,x,) —c = 0. Alincluir esta ecuacién en el sistema de ecuaciones se tiene

oh
faf(xl,xz) e G 33) = 0
0 oh
! (x1,x3) —p—=—(x7,x;) =0
| 9x, 0x,
k h(xq,x,) —c = 0.

Este sistema de ecuaciones se puede escribir de una forma mds conveniente. Formando la funciéon
lagrangiana L(xy, x; 1) = f(xq,x2) — u[h(xq, x2) — c]

Al hacer las derivadas parciales de L con respecto a cada una de sus variables e igualarlas a cero, se
obtiene el ultimo sistema de ecuaciones. Esta nueva variable u es el multiplicador de Lagrange, la
cual tiene un significado econdémico importante: Dard una nueva medida del valor de la escasez en
el problema en cuestion.

Esta reduccién del sistema de ecuaciones de plantear la funcién Lagrangiana, no hubiera sido posible

si tanto a_ ™ 2L fueran cero en el maximizador (x7,x3). Por esta razén, tenemos que suponer que
X1 X2

dh  dh - (o . . .
x5, S€an distintas de cero en el maximo restringido (xj, x3). Esta restriccion en el conjunto de
2 2

restricciones es la calificacidn de la restriccidn. Si la restriccidn es lineal, como en los ejemplos 1.1.1
y 1.1.2, entonces la calificacion de la restriccion se cumple siempre. Dicho esto, podemos enunciar
un teorema que abarca todo lo que comentado. La demostracion de teorema se basard en los
graficos mostrados anteriormente.
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Teorema 1.2.1
Sean f y g dos funciones C1(R?) de dos variables. Suponga que (x;,x3) es una solucién del
problema

Maximizar f(xq, x5)
Sujeto a
h(xy,x;) = ¢

Supongamos ademds que (x7, X3) no es un punto critico de h. Entonces, hay un nimero real y* tal
que (x7,x5; u*) es el punto critico de la funcion lagrangiana

Ly, x5 1) = f (1, x2) — pu[h(xy, x7) — ]
En otras palabras, en (x7,x5; u*)
Gy ook
x4 "0x, "ou
Demostracidn

Las curvas de nivel de f y g son tangentes en (x{,x5) Yy, por lo tanto tienen igual pendiente. Si
llamamos

of of\ - oh  oh
be ) Y T = (5 50)

v)f(xbxz) = (

Los vectores de desplazamiento en el punto (xi,x;) (Vectores gradiente). Los vectores son
perpendiculares a los conjuntos de niveles de f y h respectivamente. Debido que los conjuntos de

niveles de f y h tienen la misma pendiente en (x7, x3), los vectores de gradiente Vf(xl,xz) y

Vh(x,,x,) deben alinearse en (x7,x5). Apuntan en la misma direccidn o en direcciones opuestas.
En cualquier caso, los gradientes son multiplos escalares entre si. Si escribimos el multiplicador

como u*, entonces Vf(x{, x3) = H*Vh(xf, x3)

Vf(xi,x3) Vf(xi,x3)
Vh(x;, x3)

c Vh(xi,x}) C

Vh(x{,xz) Y ?f(x’{,x;) alineados en la restriccion maximizadora o minimizadora de (xj, x3). Por lo
tanto esto es
of of

9%, (x1,x3) 9x, (1, x3) | =wu 9%, (x1,x2) 9%, (x1,x2)

O,
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6f * * * oh * *Y\

o, K1 X2) — 1 - (x3,23) = 0

af * * * oh * *Y\ __

o, V1 %2) —p' 5 - (x1,25) = 0 .
Varias restricciones de igualdad con mds de dos variables
Consideremos el problema de maximizar una funcién f (x4, x5, ..., X,) de n variables sujeta a mas
de una restriccion de igualdad. Supongamos que hay m restricciones.

Las funciones hy(xy, Xz, ..., Xp), ha (X1, X2, o) Xp), oo, A (X1, X2, ..., X)) definen el conjunto de
restricciones cy,. Asi, el problema de optimizacién es

Maximizar o minimizar f(xq, X3, ..., Xn)
Sujeto a
cn = {(x1, X2, oo, X)) [ Ry (X1, X2, ey X)) = €1, Mo (X1, X2, ey X)) = Coy ooy Ay (X1, X2, ey X)) = Ci}

Generalizamos a las m funciones la calificacidn de restriccidn correspondiente a una funcién de dos
variables

oh oh
(E?—Jcl(xl'xz) E(xpxz))i(o 0)

Para el caso de una restriccion de igualdad y n variables, la calificacion de restriccidn es

(6—361(x1,x2,...,xn) ) ) m(xl,xz,...,xn)>¢(0 )

Donde alguna derivada parcial de h no sea cero en el punto (x7, x3, ..., X5).

Para el caso genérico de n variables y m restricciones utilizamos la matriz Jacobiana de las funciones
de restriccion

Dh(x], x5, o, X3y) =

ohy | o O, \ ohy . .
a_xl (%1, %3, ey Xn) a_xz (X1, X3, s Xp) o 0_xn (x1,x3, ...,xn)\
| oh, . | o Ohp . oh, ., o
i a—}ﬁ(xl,xz, ...,xn) a—xz(xl,xz, ...,Xn) a—xn(xl,xz, ...,Xn) i
oh ' oh ' oh '
\a—):(xf,x;,...,x;‘l) a—;;l(x{,xz,...,x,*;) ﬁ(x;,x;,...,x;;)/

Definicion 1.2.1

Sea (xi,x5,...,%n) el punto critico de (hq,hy,...,hy;), si el rango de la matriz Jacobiana
Dh(xj, x5, ..., x;,) es menor a m. Formalmente, decimos que (hq, h,, ..., h,,) satisface la calificacién
de restriccion no degenerada en (x7,x3, ..., x5) si el rango de la matriz Jacobiana Dh(x{, x5, ..., X;,)
es m. La calificacién de restriccion no degenerada implica que el conjunto de restricciones ¢y tiene
un plano tangente n — m dimensional.
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Teorema 1.2.2
Sean f, hy, hy, ..., hy, funciones Cl(R") de n variables. Considere el problema de maximizacion (o
minimizacidn) de f en el conjunto de restricciones

cn = {(x1, X2, oo, X)) JRy (1, X2y ey X)) = €1, R (X1, Xgy ey X)) = €2y vey B (X1, X2, w0, X)) = C}

Supongamos que (X7, x5, ..., X5,) pertenece al conjunto de restricciones cj. Supongamos, ademas
que (xi,x5,..,X5) satsiface la calificacion de la restriccion no degenerada. Entonces, existe
Uiy s, o, g tal que (X1, X35, .., X 1T, U3, -e, o) €S UN punto critico del lagrangiano.

LT, X5, e, X WD, Wy ey ) =

f(x1,x2; v Xp) = g [Ry Cep, X0, o, x0) — €] = pp [Rp (g, X0, 0, X)) — €] — -+
— HUm [hm(lexZ' 'xn) - Cm]

En otras palabras

a—xl(xl,xz, ey X WD, Uy ey o) = 0, ---'W(xpxz: e Xy U, Uy e ) = 0
n
aL * * * * * * aL * * * * * *
a—m(xl,xz, ey X3 U1, Uy ey ) = 0, ...,W(xl,xz, e Xy U, Uy e ) = 0
m

1.3 Restricciones de desigualdad
Al trabajar con conjuntos de restricciones definidos por restricciones de igualdad

cn = {(x1, X0, e, X)) [ Ry (X1, X2, ey X)) = €1, Mo (X1, X, ey X)) = Coy ooy Ay (X1, X2, ey X)) = Cip}

Para encontrar un maximo o minimo de una funcién en un conjunto de restricciones de este tipo,
construimos la funciéon Lagrangiano y establecemos sus n + m derivadas parciales iguales a cero, y
luego resolvemos este sistema de ecuaciones.

Sin embargo, la gran mayoria de los problemas de optimizacion restringidos que surgen en la
economia tienen sus limitaciones definidas por las desigualdades

91 (X1, %5, o, Xn) S by, e, G (X1, X2, oy X)) < by

El método para encontrar los maximos restringidos en los problemas con restricciones de
desigualdad es un poco mds complejo que el método utilizado para las restricciones de igualdad.
Las condiciones de primer orden involucran tanto la igualdad como la desigualdad, y su solucién
requiere la investigacion de varios casos. Tal método utilizado para encontrar las soluciones en los
problemas de optimizacién con restricciones de desigualdad son condiciones de Kuhn-Tucker, que
trataremos en breve.

Condiciones de Kuhn-Tucker

En la optimizacién restringida, ademdas de las restricciones de desigualdad y de igualdad, se
contempla como es la forma funcional de la funcién objetivo f y de las funciones de restriccion g y
h. En otras palabras, si f, g y h son funciones lineales o no lineales.

Si f, gy h son funciones no lineales, entraria en juego dentro de la optimizacidn no restringida la
programacién no lineal. La programacién no lineal permite manejar las restricciones de
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desigualdades y las funciones objetivos y de restricciones no lineales. Hay un tipo similar de
condiciones de primer orden, como en el caso de las restricciones de igualdad y programacion lineal,
que son las condiciones de Kuhn-Tucker. Como se dijo al principio, en economia no hablamos de
cantidades negativas, por lo tanto entraria en juego las restricciones de no negatividad. Las variables
independientes no pueden ser negativas. Comencemos con un problema de maximizacidon con
restricciones de no negatividad y restricciones de desigualdad en el cual la funcidn objetivo es una
funcion diferenciable.

El problema de optimizacidn es

Maximizar f(x)

Sujeto a

x=>0

Con la restriccion x = 0 se tienen tres casos

Caso 1

Maximo local para f(x) en el interior de la regién factible (Solucién interior)

L . d
La condicidn de primer orden es é =0

Caso 2

Maximo local para f(x) en la columna vertical, para x = 0 (Solucién de frontera)
.y . df
La condicidn de primer orden es ol 0

Caso 3

Maximo local para f(x) en la columna vertical y que sea mas alto que otros puntos.

La condicion de primer orden es a Ov a 0

dx dx
fx)

A

af _
dx

[ ]

x>0

Grafico 1.3.1

e
o
v
=
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fx)
A
5 o
dx
x=0
> X Grafico 1.3.2
f)
A
asr
K‘ C Ix <0
x=0
D
_—
> X Grafico 1.3.3

Al unir estas restricciones se obtiene

af af
— < > i
dx_O,x_O,xdx 0
El término

af

— =0

xdx

. d
Es la holgura complementaria entre x y é

Al agrupar se obtienen las condiciones de primer orden para un maximo local para el cual la variable
de eleccidon no puede ser negativa.

Para el caso de n variables, el problema de optimizacion es
Maximizar f(xq, X3, .., Xp)
Sujeto a

XjZO,

O,
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Paratodoj =1,2,...,n

Tenemos los mismos 3 casos que antes, sélo que todas las variables de eleccion deben cumplirlos
Asi, tenemos

of of

_SO, 20’ .—=0,
an x] x]ax]'

Paratodoj =1,2,...,n

A continuacidn, se desarrollard un problema de maximizacion de la utilidad con dos bienes x; y x5,
sujeto a una restriccidon presupuestaria con el fin de ilustrar estas condiciones de Kuhn-Tucker y dar
una interpretacion de lo que es la holgura complementaria. La forma funcional de la utilidad no esta
dada en el ejemplo (Ejemplo 1.3.1). En el Ejemplo 1.3.2, que es numérico, si se dara la forma
funcional de la funcidn objetivo, la cual serd no lineal.

Ejemplo 1.3.1
El problema de optimizacién es

Maximizar U(xq,x,)
Sujeto a
Dx, X1 + PxyX2 < B
x=20,x,20
La funcion Lagrangiana es
L = U(xy,x3) — A[px, X1 + Px, X2 — B]

Si se agrega que el consumidor ha racionado el articulo x; a X, este se enfrentara a una segunda
restriccion.

El problema de optimizacién es
Maximizar U(xq, x,)
Sujeto a
Px X1+ D, X2 < B
X1 <X
x=20,x,20
La funcion Lagrangiana es
L=U(xy,x;)— A1[Px1x1 + Px, X2 — B] — Az[x1 — X]
Las condiciones de Kuhn-Tucker son

oL U ou
ey =3, e 42 02 0 [ i, s =0
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oL oU ou
a—xzza—xz—llpxz < O,xz = O,xz [a_xz_/llpxz] =0
oL
6_/11 =B — Py, X1 — Dy, X2 = 0,4; = 0'11[3 = Dy, X1 — szxz] =0
oL B _
—=Xx—x20,1,=20,4[x—x]=0
A,

La condicién
Al[B ~ Pxy X1 — szle =0
Que es

oL

/116—/11=0

La cual implica que
A =0V B—=py, X1 —Px,X2 =0

Si interpretamos a A; como la utilidad marginal del presupuesto y si la restriccion del presupuesto
es no activa (Que satisface una desigualdad en la solucidn) la utilidad marginal del presupuesto B
debe ser cero (1; = 0)

Por otro lado, la condicidn
A[Xx —x] =0
Que es

oL

AZG—AZ:O

La cual implica que

Az=0Vx_xl=0

Si A, lo interpretamos como la utilidad marginal de la relajaciéon de la restriccién, vemos que si la
estriccion por racionamiento no es activa, la utilidad marginal de la relajacidn de la restriccidon debe
ser cero (A4, = 0). Esta caracteristica se denomina holgura complementaria, donde una de las dos
desigualdades debe ser vinculante (Activa). Establecer el multiplicador de una restricciéon de
desigualdad igual a cero hace que la funcién de restriccién g salga del andlisis del problema en
cuestidn. Esto es lo que queremos cuando la restriccion no es activa (Que no satisface una
desigualdad en la solucién del problema). Si la restriccion es vinculante, esto es g(x;,x,) —b =0,
el multiplicador de la restriccion serd mayor o igual a cero. Como no sabemos a priori si la restriccion
es activa, no se puede usar g(xy,x,) — b = 0. Asi, la holgura complementaria me dice que o bien
la restriccion es vinculante o que su multiplicador es igual a cero. Con esto puedo enunciar el
siguiente teorema antes de pasar al ejemplo numérico mencionado anteriormente.

(-
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Teorema 1.3.1
Suponga que fy g son funciones C*(R?) y que (x;*, x,*) maximiza f en el conjunto de restricciones

g(x1,x2) <b
Si g(x1,x,) = b. Suponga que

ag

d
(xl*,xZ*) * 0 \Y _g (xl*,xZ*) * 0
0x4 2

0x
En ese caso, formando la funciéon lagrangiana

L(xy,x2;4) = f(xq,x2) — A[g(xq, x2) — B]
Entonces, hay un multiplicador A* tal que

oL
6—x1 (15 x5 2%) =0

oL
E(M*, x,50) =0

A g™, x") —b] =0
A*=>0
gl ", x") < b

El siguiente ejemplo (Ejemplo 1.3.2) es como el Ejemplo 1.3.1 que tratd sobre problema de
maximizacion con racionamiento, pero con valores numéricos para los precios, el presupuesto y el

X.

Ejemplo 1.3.2: Version numérica del ejemplo 1.3.1
El problema de optimizacién es

Maximizar U(xq,x3) = X1X;
Sujeto a
X1 +x, <100
x1 <40
x1=20,x,20
La funcidén Lagrangiana es
L = x1%; — A1[x1 + x5 — 100] — A,[x; — 40]

Las condiciones de Kuhn-Tucker son

aL
=X A=A =<0,% 20,xx -4, —4,]=0
dxq

oL

—=x -4 <0,x,=>0;x[x,—244]=0

dx,

0.
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JaL
= 100—x1—x2 20,&1 20,11[100_x1_x2] =0
FY)

oL

_:40_X1 20,&2 20,12[40_3(1] =0

a1,

Para resolver un problema de programacién no lineal, dadas las condiciones de Kuhn-Tucker,
buscamos las soluciones que verifiquen todas las restricciones. En caso contrario, ese punto critico
no sera una solucién de nuestro sistema. Por ejemplo, podemos permitir que una de variables de
eleccidn sea cero. Al hacer esto, se simplifican las condiciones marginales. Si pueden encontrarse
valores no negativos de los multiplicadores de Lagrange que satisfagan todas las desigualdades
marginales, la solucion cero serd la dptima.

Por otro lado, si la solucidn cero viola alguna de las desigualdades, entonces debemos permitir que
una o mas de las variables de eleccién sean positivas. Para cada una de las variables de eleccidn
positiva, podemos mediante la holgura complementaria, transformar una condicién marginal de
desigualdad débil en una igualdad estricta.

Si se resuelve adecuadamente, esta igualdad nos lleva, ya sea a una solucién o a una contradiccién,
que nos obligara a intentar otra cosa.

Para el ejemplo numérico

Six; =0vx, =0tenemosque U = x1x, =0

Por lo tanto suponemos que x; y X, son diferentes de cero. Asi
X, =M —Ay=x1—A4, =0

O sea

Por lo tanto
Xp — Ay =xq
Si suponemos que la restriccién por racionamiento es no activa, eso implica que
A, =0
Asi tenemos
Xy =X
Entonces, el presupuesto B = 100 da la solucién
X1 =x, =50
Esta solucion no cumple con la restriccién de racionamiento

x1S40

(
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Asi, tomamos la hipétesis alterna de que la restriccidn por racionamiento sea activa, que implica
A, #0
Con lo cual se obtiene
x1 =40
Y si A; # 0 (suponemos que la restriccion de presupuesto es activa) se tiene que
x, = 60
Que arroja un resultado de
AL =40A1; =60
Por la holgura complementaria
Asi, la solucion del problema es
Pc = (40,60,40,20)
Correspondiente a los valores de x4, x,, 4; y A,respectivamente.

Hasta ahora analizamos casos con un numero reducido de variables independientes y restricciones
de desigualdad. Ahora planteamos el caso general de n variables con k restricciones de desigualdad.

Varias restricciones de desiqualdad
La funcién Lagrangiana para un problema de maximizacion para el caso de n variables con k
restricciones de desigualdad es

k
L= f(x1,Xg, c,Xn) — Z Ailgi(xq, x2, s xn) — bi]
i=1

Las condiciones de Kuhn Tucker son

OL _OF 399 4 50 =0
Ox] B ax] ! Ox] - 'xj - ,x] axj B
dL

JL
—=b;— g9i(x1,%0, .., %) = 0,4, =20,4;=——=0
a2,

Lo
Paratodoj =1,2,...,n
Paratodoi =1,2,...,k

Problemas de minimizacion y condiciones de Kuhn-Tucker

Los problemas de optimizacion en economia no siempre son de maximizacion de la utilidad y
beneficios. Los agentes econdmicos pueden enfrentarse a un problema de minimizar los costos,
riesgos, entre otros. En ese caso, si se quiere resolver un problema de minimizacion aplicando el
método de Kuhn-Tucker hay dos formas de hacerlo. Aplicar la version de minimizacién de Kuhn-
Tucker o maximizando el opuesto de la funcidn a minimizar.

(-
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Método 1

Aplicar la versién de minimizacion de las condiciones de Kuhn Tucker (Varias restricciones y varias
variables)

OL _9f ,09i o . <o ..9_,
0x; - ox; ' ox; 5= 0x; -

JL TR

aﬂ-l :bi_gi(x11x21"'lxn)SO'Ai ZOIAlaAL :0

Paratodoj =1,2,...,n
Paratodoi =1,2,..., k
Método 2

Transformar el problema de minimizacién en un problema de maximizacién y luego aplicar el
problema para la maximizacion. La transformacion del problema es en base a que minimizar C
(Funcion de costo) equivale a maximizar - C. Para eso se deben invertir las desigualdades de
restriccién multiplicando por —1.

Analicemos un problema minimizacion resolviéndolo por medio de estos dos métodos mencionadas
anteriormente.

Ejemplo 1.3.3
El problema de optimizacién es

Minimizar C(xqy,x;) = (x; — 4)? + (x, — 4)?
Sujeto a
2x1+3x, =6
—3x1 — 2x, =2 —12
x1,%; =0

Utilizamos la versién de las condiciones de Kuhn Tucker para un problema de minimizacion (Método
1)

La funcidén Lagrangiana es
L= (xl - 4)2 + (XZ - 4‘)2 - Al[le + 3x2 - 6] - /12[—3361 - ZXZ + 12]

Las condiciones de Kuhn-Tucker son

oL
a=2x1—211+3/12—820,xl20,x1[2x1—211+3/12—8]=0
1
daL
§=2.X'2—311+212—820,x2ZO,XZ[ZXZ—?)A]_'{'Z/’{Z—B]=0
2

O,
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ﬁ=6_2x1_3xZSO,1120,11[6_2x1_3x2]=0
1

oL
ﬁ= —-12 + 3X1 + 2x2 = 0,&2 > 0,12[—12 + 3x1 + ZXZ] =0
2

Sixi,xy >0

{le—211+312—8=0
ZXZ_3/11+212_8:0

Supongamos 14,4, > 0

2x1 —244+34,—-8=0

2xy —3M +24,—8=0
6—2x1—3x,=0
—12+3x; +2x, =0

En forma matricial

2 0 -2 3\ /Y1 8
0 2 -3 2|\|[*x 8
-2 -3 0 0\ -6
3 2 0 0/ \4 12
Asi

X1 24/5

X2 ) —-6/5

A |7\ —172/25

Az —128/25

24 6 172 128

5’ 5" 257 25

No cumple con las condiciones de Kuhn-Tucker, ya los multiplicadores deben ser positivos al igual
que las variables de eleccion.

Supongamos A4; = 0,4, >0

2x2+2/12—8=0

{ le+3){2—8=0
—12+3x1+2x2=0

En forma matricial

2 0 3\ /% 8
02 2)(2)-(2)
3 2 0/ \1; 12
X4 28/13
<x2> = (36/13)
Az 16/13

Asi

O,
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, _(28 36 16)
“=\13'13" 713

Cumple las condiciones Kuhn-Tucker.
Supongamos A; > 0,4, =0

ZXZ_3){1_8=O

{ZX1_211_8=0
6_2x1_3x2=0

En forma matricial

N
NO DN
wnNn o
o | |
w N
~_—
~/
SRR
RN R
~_—
Il
/N
oy O
'\~

Asi

X1 21/13
<x2> = < 10/13 )
A —28/13
_ (24 10 28 )
““\13'13° 13
No cumple las condiciones Kuhn-Tucker, ya que los multiplicadores no son no negativos.

Supongamos 44,4, =0

{le = 8
ZXZ =8
Asi

Pc = (4,4,0,0)

Cumple las condiciones Kuhn-Tucker.

Por lo tanto, los puntos criticos que cumplen con las condiciones Kuhn-Tucker son

) _(28 36 16)
“=\13'13""'13

Pc = (4,4,0,0)

Al evaluar la funciéon objetivo C en cada uno de esos puntos y sabiendo que el objetivo es minimizar,
se tiene que Pc = (4,4,0,0) Es la solucién del problema de minimizacién.

Utilizamos el método de maximizar —C, la funcidn objetivo multiplicado por —1 (Método 2)
El problema de optimizacién es
Maximizar — C(xq,x) = —(x; — 4)? — (x, — 4)?

Sujeto a

O,
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—2%x1 —3x, < —6
3x, + 2x, <12
xX1,%, =20
La funcién Lagrangiana es
L=—(x; —4)? — (x; —4)? — 11[6 — 2x; — 3x3] — A3[—12 + 3x; + 2x;]

Las condiciones de Kuhn-Tucker son

oL
%: _2x1+211_312+8 SO,xl Zo,xl[_2x1+211_3ﬂ.2+8] :0
1
oL
£=—2x2+311—2/12+8S0,x2 ZO,XZ[_2x2+311_2/12+8] =0
2
oL
ﬁ: —6+2x1+3x2 20,11 20,/11[—6+2x1+3x2] =0
1
oL
5 = 1230 - 22, 20,2, 2 0,2,[12 = 331 — 2x,] = 0
2
Sixi,x, >0

{—le+211_312+8:0
_2X2+32.1_2/12+8=0

Supongamos 44,4, > 0

—2x1 +244 =34, +8=0
—2x,+31; -2, +8=0
—6+2x;+3x, =0
12 —3x; —2x, =0

En forma matricial

2 0 -2 3\ /%1 8
0 2 -3 2|[*]|_|[38
2 3 0 0)\A 6
3 2 0 0/ \4 12
Asi

X1 24/5

X2 | —6/5

A | T\ =172/25

Az —128/25
e — 24 6 172 128
=G5 "5 "5 s

No cumple con las condiciones de Kuhn-Tucker, ya los multiplicadores deben ser positivos al igual

que las variables de eleccién.

o
N
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Supongamos 4; > 0,4, =0

2x1 - 2/11 = 8
{2x2 - 3/11 = 8
2x1 + 3x2 =6

En forma matricial

2 0 -3\ /%1 8
2 3 0/\4 6

X1 24/13
<x2> = ( 10/13 )
A —28/13

_(24 10 28 )
“=\13’13° " 13’

Asi

No cumple las condiciones Kuhn-Tucker, ya que los multiplicadores no son no negativos.

Supongamos A4; = 0,4, >0

2x, +31, =8
{27(2 + 22.2 = 8
3x1 +2.X'2 =12

En forma matricial

2 0 3\ /% 8
4963
3 2 0/ \1; 12
X4 28/13
<x2> = (36/13)
Az 16/13

, _(28 36 16)
“=\13'13" 713

Asi

Cumple las condiciones Kuhn-Tucker.

Supongamos 44,4, =0

{le = 8
2x2 =8
Pc = (4,4,0,0)

Cumple las condiciones Kuhn-Tucker.

Por lo tanto, los puntos criticos que cumplen con las condiciones Kuhn-Tucker son

O,
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, _(28 36 16)
“=\13'13" 713

Pc = (4,4,0,0)

Al evaluar la funcidn objetivo —C en cada uno de esos puntos y sabiendo que el objetivo es
maximizar, se tiene que Pc = (4,4,0,0) Es la solucién del problema de maximizacion.

Entonces, se muestra con este ejemplo que el minimo de la funcién objetivo C es el maximo de la
funcién objetivo — C. Asi como se menciond en las restricciones de igualdad las calificaciones de
restriccidn, en las restricciones de desigualdad también estaran presentes. Las condiciones de Kuhn-
Tucker son necesarias solamente si se satisface una disposicion llamada la calificacion de la
restriccién. Esto impone una cierta condiciéon sobre las funciones de restricciéon de un problema de
programacién no lineal, con el objetivo de descartar irregularidades en la frontera del conjunto
factible. La calificacion de restriccion requiere que la solucion del sistema no sea un punto critico de
la funcidn de restriccion, o sea, que al menos una derivada parcial de la funcién de restriccidon con
respecto a una variable independiente sea distinta de cero.

(-



Robledo, Yonathan Ariel.
Licenciatura en Economia, EEyN UNSAM.

Capitulo 2: Concavidad y cuasiconcavidad

2.1 Funciones concavas y cuasiconcavas

Las funciones céncavas juegan un rol muy importante en la teoria econdmica de manera similar que
las funciones homogéneas. En los modelos econdmicos las funciones de demanda son homogéneas
y concavas, y las funciones de costo son funciones homogéneas y convexas.

En este capitulo definiremos que es una funcidn convexa, cdncava, cuasi convexa y cuasi concava, a
partir de la forma cuadratica de una funcién. Las definiciones presentadas en este capitulo seran la
base para la relacion entre la Programacion Céncava y la Programacion no Lineal, que serd tratada
en el capitulo 3, dando cierre a la Primera Parte.

Definicion 2.1.1"
Una funcion de valores reales f definida en un subconjunto convexo U de R™ es cdncava si para
todo (x1, Xg, e, X)) Y V1, Y2, ., ¥n) en Uy paratodo 0 < t < 1.

f(t(xllXZ' "'an) + (1 - t)()h:)’z' Jyn)) = tf(xlﬂ-XZJ '"lxn) + (1 - t)f()’b)’z: "'!yn)

Una funcion de valores reales g definida en el subconjunto convexo U de R™ es convexa si para todo
(1, %2, w0, %) Y V1, Y2, o, Yn) en Uy paratodo 0 < t < 1.

g(t(xllXZ' "'an) + (1 - t)()’l: Y2, ;J’n)) < tg(x1'x21 '"fxn) + (1 - t)g(le Y2, "":Vn)
Observaciones

e Lafuncidn f es cdncava siy solo si - f es convexa.

e No se debe confundir la nociéon de una funcién convexa con la nocién de subconjunto
convexo. El conjunto U es un conjunto convexo si al tomar dos puntos (xq, x5, ..., X,) Y
(V1,¥2, -, V), €l segmento de recta de (x1, X3, ..., Xp) @ (V1, Y2, o) Vi)

l = {(t(xliXZJ ---:xn) + (1 - t)(}’l:)’Z: ,yn))/o S t S 1}
Estd en U (Que el segmento de recta este dentro del conjunto que quiero estudiar)

e Laconcavidad o convexidad de funciones requiere que el dominio de la funcién sea convexo.

Ejemplos gréficos de funciones cdncavas y convexas en R? y en R3
X2

A

— f

v

X txi+(1—-0x, x X1

Grafico 2.1.1

En este grafico se aprecia que

(-
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fltx; + (1 —t)xy) = tf () + (1 =) f (x2)
Asi que f es una funcién céncava.

A

Grafico 2.1.2

v

X, txp+ (A —-0x, x, X1
En este grafico se aprecia que
fltxy + (1 —)xy) < tf () + (1 =) f (x2)

Asi que f es una funcién convexa.

X3 f

X2

v

X1 Grafico 2.1.3
Donde f (x4, %) = x? + x3
Asi que f es una funcién convexa.

Teorema 2.1.1
Sea f una funcion definida en un subconjunto convexo U de R™. Entonces f es concava (Convexa)
siy solo si las rectas de restriccidon en U son funciones concavas (Convexas) de una variable.

Demostracién

Supongamos que la restriccion de f en el segmento de recta en U es una funcién céncava. Para
probar que f es una funcién céncava en U, sean (x4, X, ..., Xp) € (¥1, V2, ..., ¥n) puntos arbitrarios
en U. Sea g(t) = f(t(x1, Xz, oo, ) + (1 = t)(V1, Y2, ---» Yn) ). Por hipétesis, g es céncava, para
tentreOy 1.

o
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Parto de la definiciéon de g
f(tGey, s e 20) + (A = D@1, Y2, s Y0)) = g ()

=gt.1+(1-1).0)
Como g es concava resulta

>tg(D)+(1-1)g(0)
Por la definicion de f resulta

=tf(xq, X0, 0, X)) + (L= O fF (Y1, V2 s V)

Asi, f es concava
A la vuelta. Supongamos que f es cdncava. Se tiene que
g@®) = [0, x2, s %) + (L =YV, Y20, ¥0) )

La restriccion de f en la linea formada por (x4, X2, ..., X2) Y (V1, Y2, -, Yn) €S cOncava. Definamos s;
ysyyseal<t<l1.

Por la definicidn de la funcién g resulta

g(ts; + (1 —1t)sy)
= f((ts; + (1 = t)s5)(x1, %5, ., Xy) + (1 —flts; + (1 - t)Sz))(YLYZI w1 ¥Yn))

= f((tCs1(xp, X2, s %) + (1 = 51 V1, Y2, 40, Yn))
+ (1 - t)(SZ(xlleJ ""xn) + (1 - t)SZ)(yl'yZ' Jyn) )

Como f es Cdéncava resulta

= tf(sl(xlle' "'vxn) + (1 - 51)(3’1'3/2: !yn) )
+ (1 - t)f(sz(xl,xz, ---:xn) + (1 - t)Sz)(yl;yZ; ""yn)

Por la definicién de g resulta
=tg(sy) + (1 —1t)g(sy)
Asi, g es concava. [ |

Definicién 2.1.2

Una funcién de n variables es concava si y solo si el conjunto debajo de su grafico en R™**! es un
conjunto convexo, como en el grafico 2.1.1. Una funcidon es convexa si y solo si el conjunto sobre su
gréafico enR™*1 es un conjunto convexo, como en las figuras 2.1.2 y 2.1.3.

Criterio de cdlculo para la concavidad
Presentamos dos criterios analiticos para evaluar si una funcién f de una variable es concava o
convexa.

1. La funcién C!en el intervalo I es céncava si y solo si las primeras derivadas de f son
funciones decrecientes de x, para todo x en I.

O,
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2. La funcién C? es céncava en el intervalo I si y solo si las segundas derivadas de f son
menores o iguales a 0.

La generalizacion de la primera derivada para funciones de varias variables es la matriz Jacobiana
de las derivadas parciales de primer orden de f

of of of
Df(xq,Xg, e, Xp) = (0_361 (X1, X3, ooy X)) a—xz(xl,xz, vy X))y e W(xl,xz, ...,xn)>
n

Df (x4, %5, ..., xn) Puede considerarse como n funciones de n variables y Df (x4, x5, ..., X,) €s una
funcion decreciente.

El siguiente teorema proporciona una condicién de primer orden relacionada para la concavidad en
RY, que tiene una generalizacién para las funciones de varias variables.

Teorema 2.1.2
Sea f una funcién C1(R) en unintervalo I en R. Entonces, f es céncava en | si y solo si

f)—f) < %(y— x), Paratodo x,yen I.

La funcion f es convexa en | siy solo si

f—-fx) = %(y— x), Paratodo x,yen I.

Demostracién
Supongamos que f es una funcién céncava en [. Sean x e y pertenecientesa [ ysea 0 <t < 1.
Entonces

tfM+A-0fC) <f(ty+ (1 —-0x)
Desarrollando el lado izquierdo

tf )+ f00) —tf () < fty + (1 — O)x)
Pasando f(x) al otro miembro

tf() —tf() < flty + (1 = t)x) — f(x)
Dividiendo miembro a miembro por t

flx+tly—x)-fx)
t

fFO)—fG) <
Multiplicando y dividiendo por (y — x) en el miembro de la derecha

_f(x+t(y—x))—f(x)
B t(y —x)

vy —x)
Combinando las expresiones resulta

fx+tly—x) - f(x)
t(y —x)

f@) = fG) < y—x

@,
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Si t tiende a cero, segun la definicidén de derivada se tiene que

df
fO)—fk) < POt
X
Que es la expresion equivalente que indica que una funcién es concava

Por otra parte, supongamos que

d
FO) - F0) < G-

Se cumple para todo x e y en [. Entonces

f(x) —f((l —tx+ ty) < g((l —tx+ty)(x— (1 —-t)x +ty)

__ Y
= —ta((l —tx+ty)(y —x)
df
fO) = f(A-Dx+ty) < —t (A =Dx+t)(y - x)

De forma similar se tiene

d
fO) - f(A-x+ty) < é((l - Dx+ty)(y — (1 —x —ty)

_ af
=(1- ”a“l —t)x +ty)(y —x)
d
fO)—f(A-Dx+ty) <1 - t)é((l —x +ty)(y — x)

Multiplicando la primera desigualdad por (1 — t) y la segunda desigualdad por t se tiene

d
(1= @) ~ (1= O (1= x4 ) < (1 = Ot 2 (1 = Dx + 1) =)
d
O~ (- Dx + ) < td -0 L@ -Dr+ -

Sumando estas dos expresiones resulta

A-f() +tf(y) < fF(A-x+ty)

Asi, se demuestra que f es cdncava. Cambiando de sentido todas las desigualdades, se hablaria de
la convexidad de f, tanto para la demostracién de ida como de vuelta. [ |

Teorema 2.1.3: Generalizacién del Teorema 2.1.2

Sea f una funcién C1(R™) en un subconjunto convexo U de R™. Entonces, f es céncava en U siy
solo si para todo (xq, %3, ..., Xn) Y V1, V2, -, Yn) en U:

FOLY2 w0 ¥n) = F1, X2, o, X)) S D (x4, X2, 000, X)) (V1 — X1, Y2 — X2) w0y Y — xn)T

o
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Esto es

f(yllyZ' 'yn) - f(xler' 'xn) <
of

of
a—xl(xpxz, v X)) (g — xg) + 0+ m(xpxz. s X)) P — %)

De manera similar, f es convexa en U siy solo si

fOu Y2 yn) = f 1, Xz x0) 2
of

a—xl(xl,xz, e X)) (Y1 —xq) + o0+ E(xlij e X)) U — X))

Para todo (x4, X2, ..., Xp), V1, V2, -, Yn) en U

Demostracion
Sean (x4, X3, ..., Xp) € (V1,¥2, -, V) dos puntos arbitrarios en U. Sea

gxy(t) = f(t(YL V2 'Yn) + (1 - t)(xlfo' ""xn))
= f(ty, + x4 — tXq1, oo, typ + X5 — tXy)
= f(xl + t(yl - xl)' e Xn + t(Yn - xn))

Entonces, al derivar la expresién por t, por la regla de la cadena resulta

n
dgey O Of
dt B Ox]
=1

(Cer, Xy ey Xn) + (Y1 — X1, Y2 — X5 000y Y — X)) (V) — X))

J

En t = 0 se tiene lo siguiente

dGxy
dt

=9
(0) = 2% (x1, %2, o0, X0) (Vj — Xj)
j=1 "

= Df(x1,%2, e, Xn) (V1 — X1, Y2 = X2, s Y — Xp)

Ala vuelta .Por el Teorema 2.1.1y 2.1.2, f es concava si y solo si cada gy, es concavo siy solo si

para todo (xq, x5, ..., Xp) € (Y1, V2, ., V) €n U.
dg
gxy(l) - gxy(o) < d_:y (0)(1 - 0)
dgxy
=—22(0
1t (0)

dgx
dt

Gy (D) — gy (0) < —22(0)

Siy solo para todo (x4, X3, ..., Xp) € (V1,Y2, -, Yn) €N U

f(yl'yZ' "'Jyn) - f(xlleJ ---:xn) < Df(lexZI "'!xn)(yl — X1 Y2 — X2 s Yn T xn)

o
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Cuando f es una funcién C?, para probar la concavidad o convexidad de f se puede utilizar las
derivadas parciales para el caso de una funcién de 2 variables o la matriz Jacobiana Df (xy, x5, ..., X,)
para el caso de funciones de n variables, compardndolo con f(y) — f(x) o f(¥1,¥Y2, ) Vn) —
f(x1, %3, ...,X,), segun sea el caso, en lugar de tomar dos puntos y trazarlos con un segmento de
recta para ver si la funcién es concava o convexa. Los teoremas 2.1.1, 2.1.2 y 2.1.3 utilizan las
derivadas para probar la concavidad o convexidad de una funcidn y es muy util porque si la funciéon
f es de varias variables su gréfica se torna imposible (No se podria graficar en el espacio). Para entrar
en la generalizacién de las segundas derivadas, hablaremos de la forma cuadratica de una funciény
de la definicion de una matriz

2.2 Forma cuadrdtica y matriz definida
La forma cuadratica en R™ es una funcidn de valores reales de la forma

Q(xq, Xz, ey Xp) = 2 aij XiX;
i=)

En la que cada término es un monomio de grado dos. La forma cuadratica Q se puede representar
por una matriz simétrica A, de esta forma

Q(xy, %z, ey xp) = (X1 X2 = Xp)TA(XL X2 = Xp)

Ejemplos graficos de formas cuadraticas

A x; f
> Xy Grafico 2.2.1
fl0) = x?
X2
A
»X1
Grafico 2.2.2
f

(
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f(x) = —x?

Formas cuadraticas genéricas

En forma matricial queda

1

G152\ x,

Q) = )| 2 ()
Ealz Q22

La forma cuadratica tridimensional genérica es
_ 2 2 2
Q(xy, X2, X3) = @y1X7 + Ag2x35 + A33X5 + A12X1X; + Ay3X1X3 + Az3X2X3

En forma matricial queda

1 1
/‘111 §a12 §a13\ o
1 1
Q(x1,x2,x3) = (X1 X2 x3)| S Q12  Qz2 023 I X2
3 3 X3
1 1
§a13 §a23 ass

En base a estas tres exposiciones de la forma cuadratica Q, podemos hablar de la definicion de
formas cuadraticas.

Definicién 2.2.1: Definicién de formas cuadraticas'
Una forma cuadratica siempre toma el valor cero en el origen. Su caracteristica distintiva es el
conjunto de valores que toma cuando no estoy en el origen. La forma general cuadratica de una

variable es f(x) = ax?

Sia>0,ax? >0yax? =0, cuandox = 0. x = 0 Es el minimo global.
Sia<0,ax? <0yax? =0, cuando x = 0. x = 0 Es el maximo global.
En el caso de dos variables, la forma cuadratica es

Q1 (x1,x2) = x7 + x5

La cual es siempre mayor a cero en (xq,x,) # (0;0). Asi que Q; es definida positiva. Por otro lado,
las formas cuadraticas como

Q2(x1,x5) = —xf - x%

Son estrictamente negativas excepto en el origen, en (xq,x;) # (0; 0), y son llamadas definidas
negativas. Sin embargo, cuando las formas cuadraticas son como

Q3(x1,xp) = x% - x%

C
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Que asumen valores tanto positivos como negativos, son Ilamadas indefinidas. También hay dos
casos intermedios. Una forma cuadratica que es siempre mayor o igual a cero, pero puede ser igual
a cero en algun punto (x4, x,) distinto del origen es la llamada forma semidefinida positiva. Esta
propiedad esta ilustrada por la forma cuadrdatica

Qalxy, x2) = (X1 +x2)% = x{ +x3 + 2x1x,

Que nunca es negativa, pero es igual a cero en los puntos (1, —1) y (=2, 2). El otro caso intermedio
es el siguiente. La forma cuadratica

Qs(x1,x3) = —(x1 + x3)?

Que nunca es positiva, pero que es igual a cero en algin punto (x4, x,) distinto del origen, es la
llamada forma semidefinida negativa. Los cinco casos, graficamente, son

X3

v

X2

Grafico 2.2.3
X1
Gréfica de la forma definida positiva.
Q1(x1,x2) = xF + x5

X3

v

X2

Grafico 2.2.4
Gréfica de la forma definida negativa

Q2(x1,x5) = —x% - x%

(



Robledo, Yonathan Ariel.
Licenciatura en Economia, EEyN UNSAM.

X3
A
Q
Grafico 2.2.5
X2
X1
Gréfica de la forma indefinida
Q3(xq, %) = x3 — x5
X3
Q
X2
X1 Grafico 2.2.6
Grafica de la forma semidefinida positiva
Qaxq,x2) = (1 + x2)% = x§ + x5 + 2x1%,
X3
A
Q
X2
X1 Grafico 2.2.7

©,
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Gréfica de la forma semidefinida negativa
Qs(x1,x2) = —(x1 + x2)°

Ahora nos centraremos en la definicion de matrices utilizando la forma cuadratica y las matrices
simétricas.

Matriz simétrica definida
Una matriz simétrica se llama positiva definida, positiva semidefinida, negativa definida, negativa
semidefinida, o indefinida segun la definicidn de la forma cuadratica correspondiente

Q) =(x1 xz - x)TA(X1 X2 =+ Xp)

Definicién 2.2.2
Sea A una matriz simétrica de nxn. Entonces A4 es:

e Definida positiva si (X1 X2 - xp)TA(X1 Xz -+ Xp) >0, para todo
(1 X3 - X)) # (0,0, ...,0)

e Definida negativa si (X1 X2 - xX)TA(1 X2 -+ Xp) <0, para todo
(X1 x2 - xp)#(0,0,..,0)

e Semidefinida positiva si(*1 X2 - Xp)TA(x1 X2 - X3) >0, para todo
(X1 Xz - Xp) % (0,0,...,0)

e Semidefinida negativa si (X1 X2 - Xp)TA(X1 X2 -+ X3) <0, para todo
1 X X)) # (0,0, ...,0)

e Indefinidasi (X1 X2 - Xp)TA(X1 X2 -+ Xp)>O0paraalgunos (X1 Xz = Xp)
y(x1 xz2  xp)TA(X1 X2 - Xp) < 0paraotros (X1 Xz <+ Xp).

Una matriz que es definida positiva es automaticamente definida positiva. Una matriz que es
definida negativa es automaticamente semidefinida negativa.

Condiciones de sequndo orden y convexidad

La definicién de una matriz simétrica juega un papel importante en la teoria econdmica y en las
matematicas aplicadas en general. Por ejemplo, para una funciéon f(x) de una variable, el signo de
la segunda derivada de f en un punto X da una condicién necesaria y suficiente para determinar si
X es un maximo de f, un minimo de f o ninguno. La generalizacién de esta prueba de segunda
derivada para funciones de mas variables (n variables) implica verificar si la matriz de segundas
derivadas, o matriz Hessiana, de f es definida positiva, definida negativa o indefinida en un punto
critico de f. La matriz de segundas derivadas de f es

0% f % f 0% f
ﬁ 0x,0x, ~  0x,0x,
0% f 0% f 0% f |
D?f (%1, %2, -, Xn) = | 9x,0x; @ T 0xp0xy |
l\ 92f  9%f 92f
0x,0x; 0x,0x, m

Una funcién f de una variable es cdncava si su segunda derivada es menor a cero en algun intervalo.
La generalizacion de este resultado para n variables establece que una funcién es concava en alguna

38
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region si la matriz de segundas derivada es definida negativa para todo x{, x5, ..., X,, en la region.
Esto ultimo tratara el Teorema 2.2.1. Para determinar la definicion de una matriz simétrica
utilizamos determinantes y el Teorema 2.2.1 proporciona un algoritmo directo que utiliza a los
menores principales de la matriz para determinar cémo es la definicién de tal matriz.

Teorema 2.2.1
Sea A una matriz simétrica de nxn, entonces

e A es definida positiva si y solo si todos los n menores principales son estrictamente
positivos.

e A esdefinida negativa si y sélo silos n menores principales alternan signos como sigue:

|A;] < 0,]|45] > 0,]A5] <0, ...

El menor principal de orden k, |4, | debe tener el mismo signo que (—1)¥. | Ay | Es el menor
principal de matriz A original.

e Sialguno de los k menores principales de A son distintos de cero pero no se ajustan a
ninguno de los dos patrones de signos anteriores, A es indefinida.

Teorema 2.2.1

Sea A una matriz simétrica de nxn, entonces se tiene que A es semidefinida positiva si y solo si cada
menor principal de A es mayor o igual a cero; A es semidefinida negativa si y sélo si cada menor
principal de orden impar es menor o igual a cero y cada menor principal de orden par es mayor o
igual a cero.

Ejemplo 2.2.1
Supongamos que A es una matriz simétrica de 4x4, la definicion de la matriz A en cada caso es

e Si|A.]>0,]4;] > 0,]|A5] > 0,]A4] > 0, entonces A es definida positiva.

e Si|A4;] <0,]45] >0,]|A5] < 0,]44] > 0, entonces A es definida negativa.

e SilA4l>0,]4,] > 0,]|A5] = 0,]44] < 0, entonces A es indefinida porque |4,4] < 0

e Si|A;]<0,]45] <0,|A3] <0,|A,4] <0, entonces A es indefinida porque |A;| <0 vy
|44l <0

e Sil4.l=0,]45] <0,]A3] > 0,|44] = 0, entonces A es indefinida porque |4,] < 0

e Si|A;]|>0,]45] =0,|A3] > 0,]A,] > 0, entonces A es semidefinida positiva.

e Si |A;]=0,]45]>0,|A5] =0,]44] >0, entoncesA es semidefinida positiva o
semidefinida negativa.

El Teorema 2.2.3 tratara la definicion de una funcién utilizando la matriz de segundas derivadas de
la funcion f de n variables.

Teorema 2.2.3

Sea f una funcién C2(R™) en un subconjunto abierto convexo U en R™. Entonces f es una funcién
concava en U si y solo si sz(xl,xz, ..., Xn) es definida negativa, para todo (x4, x5, ...,x,) en U.
Asi, f es una funcién convexa en U siy solo si D?f(xy,xy, ..., x,) es definida positiva, para todo
(%1, %5, .., xp) en U.

(:
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Demostracidon
Sean (X1,X2,...,Xp) Y (V1,¥2,-.,Yn) dos puntos arbitrarios de U en R™ y sea gy, (t) =
fy1, Y2, oY) + (1 — ) (X1, X2, ey X)) ). Entonces f es una funcién concava en U si y solo si

xy

cada gy, (t) es concava, lo que equivale a que cada 2 (t) < 0. Ahora, por la ecuacién

dgxy af

dt 6
j=

((xlile - :xn) + t(}’l X1 Y2 = X2 s Yn T X ))(yj - x])

Y por la regla de la cadena, se tiene que

< Ty - Z ((x1, %2, ey Xp) +t(y1 — X1, 92 — Y — Xn N — x7)
dez — dt axj i~ X
B g2
= JZZ 9x,9%; ((1, X2, s Xn) + (V1 = X1, Y2 = X2 0, Y — X D) — %) (Vi — X;)

n
%f
= 05 = 1) 3 (61, X ey X) + £ = X1 Y2 = X0 Y = 20 ) O = %0
i0Xj

= (1 — X1, Y2 — X2, e, Yn — Xp )T-sz((xpxz; v Xp) (V1 — X1,V — Xp, e, Y — Xp )) 1
= X1,Y2 = X250y Yn — Xn )

Si cada D?f(zy, Zy, ..., Z,) es definida negativa, entonces se tiene que

d?g
e Cada—32<0
e Cada gxy (t) es cdncava
e Lafuncién f es cdncava.

A lainversa, suponga que f es concava en U. Sea (24, Z, ..., Z,) Un punto arbitrario en U y sea v un
vector de desplazamiento arbitrario en R™. Queremos mostrar que V' D?f(zy, 2y, ..., z,)v < 0.
Como U esta abierto, hayun ty > 0 taI que (¥1,¥V2, -, Yn) = (21,22, ..., Zy) + tov estd en U. Dado

xy

que f es concavo, gy, es concavo y (0) < 0. Por el parrafo anterior, se tiene que

0> d*guy

= dtz (0) = ((}’1:3’2' 'yn) - (Zl'ZZ' '"lzn))TDZf((ZLZZ' ---:Zn))((yltyZ: '.Vn)

— (21,22, ) Zp))
= (tov)T.D?f (24, Z3, .., Zp). (toV)
= (t0)*[v'D*f (21,23, v, Zn)V]

AsivTD?f(zy,Zy, .., 20)V < 0y D?f (24, 2y, .., Zy,) €s definida negativa para todo (24, 2y, ..., Z,) €n
U.

O,
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Ejemplo 2.2.2
La matriz de segundas derivadas de la funcién f(xq, x3) = x;* + x;2x,2 + x,* — 3x; — 8x; es
12,2 + 2x,2 4x,x
D2 (xs, x =< 1 2 1%2 )
fla,x2) 4x,x, 2x,% + 12x,2
Para (x4, x;) # (0; 0), los menores principales son
|12x12 + 2x22| = 1ZX12 + Zsz >0

12x,2% + 2x,2 4%,

= 24x,* + 132x,%x,% + 24x,* > 0
4x,x, 2x12 + 12x,2 ! 1o 2

Asi D?f (x4, x,) es definida positiva en R? y f es una funcién convexa en R?.

Eiemplo 2.2.3
La matriz Hessiana correspondiente a la funcion f(xy, x;) = x1x, es

2 _ (0 1
D2 fGr,x) = (7 o)
Los menores principales son
[0l =0
0 1)_
: 0| =-1<0
Asi D?f (x4, x,) es indefinida en R? y f es una funcién indefinida en R?.

Ejemplo 2.2.4
La matriz de segundas derivadas de la funcién g(x;, x,) = x; ¥/*x,3/* es

3 3
i _Ex1_7/4x23/4 Ex1_3/4x2_1/4
Dgln, %) = 3 -3/4., —1/4 3 1/4,. —5/4
Ex1 X2 —EM X2

Para x; > 0y x, > 0, los menores principales son

3 g4, 34 3 7.3
_Rxl /xz/ :—Ex1 x4 <0
3 3
T x, "7 o, 30 - x, "3 4,1/ .
3 3 -
- x, "3y, — - x, Y4y, =5/

Asi D? g (x4, x,) es semidefinida negativa en RZ , y g es una funcién cuasicéncava en R3.
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2.3 Funciones cuasiconcavas y cuasiconvexas

Conocer la cuasiconcavidad y la cuasiconvexidad de la funcién objetivo evita la necesidad de
verificar las condiciones suficientes de segundo orden, tanto para la optimizacion restringida como
para la optimizacion no restringida. La cuasiconcavidad y la cuasiconvexidad poder ser estricta o no.
Para caracterizar esto ultimo, geométricamente, digamos que: Sean u y v dos puntos cualquiera
diferentes en el dominio (Un conjunto convexo) de una funciény, y sea el segmento de linea uv en
el dominio que origina el arco MN en la grafica de la funcién, tal que el punto N esté mds alto que o
tenga la misma altura que el punto M. Entonces, se dice que la funcidén f es cuasiconcava
(Cuasiconvexa) si todos los puntos en el arco MN diferentes de M y N estan mas altos que o tienen
la misma altura que el punto M (Estan mas bajo o tienen la misma altura que el punto N). Se dice
que una funcidén f es estrictamente cuasiconcava (Estrictamente cuasiconvexa) si todos los puntos
del arco MN diferentes de u y v estan estrictamente a mayor altura que el punto M (Estrictamente
a una menor altura que el punto N). Asi se puede ver que cualquier funcidon estrictamente
cuasiconcava (Estrictamente cuasiconvexa) es cuasiconcava (Cuasiconvexa), pero a la inversa no es
cierto. Graficamente todo esto es asi

Az

/"] /

Grafico 2.3.1

»
|

u v X

El segmento de linea uv del dominio origina el arco MN en la curva tal que N esta a mayor altura
que M. Como todos los puntos entre M y N en el arco estan estrictamente a mayor altura que M,
este arco especifico satisface la condicién de la cuasiconcavidad estricta. Esta funcién cumple con la
condicidn de la cuasiconcavidad no estricta.

sz
[
N

Grafico 2.3.2

v
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Todos los puntos del arco MN estan a menor altura que N, que es el mas alto de los dos extremos y
lo mismo sucede con todos los arcos que pueden trazarse. Entonces, la funcion es estrictamente
cuasiconvexa. Esta funcion cumple la condicién de cuasiconvexidad no estricta.

A Xy

Grafico 2.3.3

»

Ll
u v X1

En este grafico hay un segmento de linea horizontal MN, donde todos los puntos tienen la misma
altura. Por lo tanto, este segmento de linea y toda la curva completa puede cumplir con la condicidn
de cuasiconcavidad, pero no la de cuasiconcavidad estricta. Una funcidon cuasiconcava que tampoco
es concava tiene una grafica parecida a la de una campana, o una parte de ella. Una funcién
cuasiconvexa tiene una grafica parecida a una campana invertida, o una parte de ella.

Definicién 2.3.1: Definicidn algebraica
Una funcién f es cuasicdncava si y solo si para cualquier par de puntos diferentes de uy v en el
dominio (Conjunto convexo) de f,yparatodo 0 < @ < 1

f() = f(w), esto implica que f(@u + (1 — @)v) = f(u)
De forma similar:

Una funcidn es cuasiconvexa si y solo si para cualquier par de puntos diferentes de uy v en el
dominio (Conjunto convexo) de f,y paratodo 0 < @ < 1

f() = f(w), esto implica que f(Qu + (1 — ®)v) < f(u)

Para adaptar esto a la cuasiconcavidad y cuasiconvexidad estrictas, las dos desigualdades débiles
que estan a la derecha deben transformarse por desigualdades estrictas.

A partir de la Definicion 2.3.1 se mencionaran los siguientes teoremas

Teorema 2.3.1: Negativo de una funcién
Si f es cuasiconcava (Estrictamente cuasicdncava), entonces — f es cuasiconvexa (Estrictamente

cuasiconvexa)

Demostracidn
Sea f cuasicdncava, con f(u) = f(v), entonces, mediante la definicién algebraica

f@u+ (1 -0)v) > f(w)

Respecto a la funcién- f(x) tenemos
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—f(w) < —f()

Por la definicidn algebraica
—f@u+ (1 -0)v) <—f(w

Siinterpreto - f(u) como la altura del punto N, y - f(v) como la altura del punto M, la funcién - f
satisface la condicién de cuasiconvexidad de la definicion algebraica. Esto satisface uno de los 4
casos citados en el Teorema 2.3.1. Probar los otros 3 casos restantes, es similar. [ |

Teorema 2.3.2: Concavidad contra cuasiconcavidad

Cualquier funcidn cdncava (Convexa) es cuasiconcava (Cuasiconvexa), pero el inverso no es cierto.
De forma similar, cualquier funcidon estrictamente cdéncava (Estrictamente convexa) es
estrictamente cuasicdncava (Estrictamente cuasiconvexa), pero el inverso no es cierto.

Demostracion
Sea f(x) una funcién céncava. Entonces, mediante la Definicion 2.3.1

fOu+ 1 -0)w) =>of(w)+ 1 —0)f(v)

Supongamos que f(u) = f(v). Entonces, cualquier promedio ponderado de f(u) y f(v) no puede
ser menos que f(u). Es decir

ofw+ A -0)f(w) = fw
Por transitividad, combinando estas dos Ultimas expresiones, se tiene que
f@u+1-0)w) = f(w
Que satisface la condicidn de cuasiconcavidad en la Definicion 2.3.1 |

Teorema 2.3.3: Funcién lineal
Si f es una funcion lineal, entonces es cuasicdncava y cuasiconvexa al mismo tiempo.

Demostracién

Por el Teorema 2.3.2, una funcidn lineal debe ser también cuasicdncava y cuasiconvexa, aunque no
estrictamente. Una funcidn lineal se traza como una linea recta, plano o hiperplano, de modo que
el segmento de recta MN coincide siempre con el arco MN. La parte de la igualdad de las dos
desigualdades débiles de la Definicién 2.3.1 se satisface de forma simultdnea, lo cual hace que la
funcidn califique como cuasiconcava y cuasiconvexa, pero no de forma estricta. [ |

Definicidn 2.3.2: Definicién alternativa a la Definicién 2.3.1

Una funcion f (x4, x5, ..., X, ) de n variables es cuasicdncava si y solo si, para cualquier constante k,
el conjunto Cf = {(x1, X2, -, X5) /[ (x1, X3, ..., Xn) = k} es un conjunto convexo. De forma similar,
Una funcién f(xq, x5, ..., X, ) de n variables es cuasiconvexa si y sélo si, para cualquier constante k,
el conjunto €, = {(x1, %2, ..., xn)/f (x1, %, ..., xp) < k} es un conjunto convexo. Los conjuntos
Cy¢,Cr son subconjuntos del dominio convexo. Esto muestra que una funcién convexa (O una
funcién céncava) puede originar un conjunto convexo.

Gréficamente en R?

44

(



Robledo, Yonathan Ariel.
Licenciatura en Economia, EEyN UNSAM.

A X5

v

T
Conjunto C;f

Funcién cuasicdncava. Para cualquier valor de k, el conjunto C;f es convexo.

A X5

T 7 >
Y X1
Conjunto Cy,

Funcién cuasiconvexa. Para cualquier valor de k, el conjunto C;, es convexo.

A X5

v

¥ T
Conjunto Cj; Conjunto C;f

Grafico 2.3.4

Grafico 2.3.5

Grafico 2.3.6
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Funcién mondétona. Es diferente a las dos dltimas funciones expuestas. Tanto C;f como C; son
conjuntos convexos. Por lo tanto esta funcidn mondtona es cuasiconcava y cuasiconvexa a la vez.

En la Definicidon 2.3.2 no puede hacerse la distincidn entre las variedades estricta y no estricta. Por
lo tanto, estas propiedades no son suficientes para la concavidad y la convexidad, ya sean estrictas
0 no estrictas.

Dada una funcién céncava que debe ser forzosamente cuasicéncava, concluimos que C; es un
conjunto convexo; pero dado que C; es un conjunto convexo, concluimos que la funcién f es
cuasicdncava, pero no necesariamente concava.

Funciones diferenciales

Definicion 2.3.3
Si f es una funcidn diferenciable, la cuasiconcavidad y la cuasiconvexidad pueden definirse
alternativamente en términos de sus primeras derivadas.

Una funcién f diferenciable de una variable es cuasicdncava siy sélo si, para cualquier par de puntos
diferentes de uy v en el dominio

fw) = f(v), esto implica % wWw—-u)=0

De forma similar, Una funcion f diferenciable de una variable es cuasiconvexa si y sélo si, para
cualquier par de puntos diferentes de u y v en el dominio

f() = f(u), esto implica Z—i Ww-u)=0

La cuasiconcavidad y la cuasiconvexidad seran estrictas si la desigualdad débil de la derecha se
transforma en la desigualdad estricta mayor a cero.

Cuando hay dos o mas variables independientes, la Definicién 2.3.3 debe modificarse

Definicién 2.3.4
Una funcién f(xq, x5, ..., X,) es cuasiconvexa si y solo si, para cualquiera dos puntos diferentes
u(xq, X2, oo, Xn) Y (X1, X3, ..., Xy) €n el dominio

fCrn,xz, o, x0)) 2 f (g, X, 0, X))

Esto implica que
n af
2 a— (u(xl; X2, ---:xn))(vj - uj) =0
=100

De forma similar, Una funcién f(xy, x5, ..., x,) es cuasiconvexa si y solo si, para cualquiera dos
puntos deferentes u(xq, X3, ..., X)) Y (X1, X3, ..., X, ) €n el dominio

f(v(xl,xz, ---'xn)) = f(u(lexZI ""xn))

Esto implica que
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0
26_9]; (v(xq, x5, ...,xn))(vj - uj) >0
=1

3 . .

Donde a—; debera evaluarse para u(xq, X5, ..., X, ) 0 v(xq, X, ..., X, ) segun sea el caso.
J

Para la cuasiconcavidad y cuasiconvexidad estrictas, la desigualdad débil de la derecha debe

transformarse en la desigualdad estricta.

Definicion 2.3.5

Si una funcién f(xq, x5, ..., X,) €s una funcién C?(R™), la cuasiconcavidad y la cuasiconvexidad
pueden verificarse mediante la primera y la segunda derivadas parciales de la funcién, arregladas
en el determinante orlado

af af af
af 0% f 0% f 0% f
9%, ﬁ 0x,0x, —~  0x.0x,
|Bl=af  a%f a%f 9% f
0x, 0x,0%, @ T 0x,0x,
af 0% f 0% f % f
0x, 0x,0x; 0x,0x, a_x,zl

Diferencias entre |B|y |H|
El determinante | B| se diferencia del Hessiano orlado |H|, el cual es

o 29 %9 99

0xq dx, dx,

dg  92L  92L 2L
9x, @ 0x,0x, ~  0x,0x,

Hl =|ag  9%L 9L 92L
d0x, 0x,0x, @ T 0x,0x,

ag  9*L  92L 921

0x, 0x,0%; 0x,0x, =~ 0x2

Por dos cuestiones

1. Los elementos situados en la orla de |B| son las derivadas parciales de primer orden de la
funcién f en vez de la funcidn de restriccidn g (Restricciones de desigualdad).

2. Los elementos restantes de |B| son las derivadas parciales de segundo orden de f en vez
de la funcién Lagrangiana L (Formada por la funcion objetivo f y por la funcién de
restriccion de desigualdad g).

Antes de definir la relacién entre |B|y |H| terminemos con la definicién de concavidad y convexidad
de la funcién f (x4, x5, ..., x,) Como |B| depende exclusivamente de las derivadas de la funcién f
podemos usar |B|, junto con sus menores principales

a
N
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0o
dxy
|Bll = af aZf
ox; 0x?
af af
"
af 0% f 0% f
|B2| = 0x;  0x2  0x,0x,
af 0% f 0% f
O_xZ 0x,0x4 @

|Bn| = |B|

Para seguir con la definicion y establecer un patrén. Establecemos dos condiciones, Una necesaria
y otra suficiente. Ambas se relacionan con la cuasiconcavidad en un dominio que esta formado
solamente por el cuadrante n-dimensional no negativo, es decir x; = 0,x, =0, ..., x,, = 0.

Definicion 2.3.6: Condicidn necesaria
La condicion necesaria para que f(xq, x5, ..., X,) Sea cuasiconcava en el cuadrante n-dimensional

no negativo es que

|B;] <0,|B;| =0,...,|B,] <0,sinesimpar.

|B;] <0,|B;| =0,...,|B,| =0, sinespar.

Siempre que las derivadas se evaltien en el cuadrante n-dimensional no negativo.

Definicién 2.3.7: Condicién suficiente
La condicién suficiente para que f sea estrictamente cuasicéncava (Concava) en el cuadrante n-
dimensional no negativo es que

|B;] < 0,|By| >0,...,|B,] <0,sinesimpar.
|B;| < 0,|By| >0,...,|B,| >0, sines par.
Siempre que las derivadas parciales se evallen en el cuadrante n-dimensional no negativo.

Relacién entre |B| y |H]|
Tomemos un caso de una funcién objetivo f de n variables sujeta a una funcién de restriccién g
lineal con n variables dada por

g, X9, e, Xp) = a1X1 + x5 + -+ apx, = b
La funcién Lagrangiana es
L(xq, X9, ey X3 A) = f(xq, X, e, X)) — A1 + apxy + -+ + apxy, — b]
Las condiciones de primer orden son

oL _of
an - 6x] aj
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Y las segundas derivadas son para i # j

9°L _ 0%f
anaxi h anaxi

La primera derivada de la funcién de restriccién g es

6g_

a.
] j
ox;

Si se satisfacen las condiciones de primer orden tenemos

oL B af A = 0
an N an a] N
Con lo cual resulta
of
a—xj = Aaj

Reemplazando por la primera derivada de g, se tiene
d d
_f — /1_‘9
ax}' ax]'
Paraj=1,2,..,n

Y se observa que la orla de |B| es la orla de |H| multiplicada por A. Como la matriz |B| y |H| son
simétricas, y factorizando el 1 del determinante de H, desde las orlas horizontales y verticales, se
tiene que

|Bl = 2*|H]

En el caso de la restriccidn lineal, los dos determinantes orlados siempre poseen el mismo signo en
el punto critico de L. Por esta razdn, los menores principales |Bj| Y |F]| con j=1,2,..,n deben
compartir el mismo signo en ese punto.

Asi |B| satisface la condicién suficiente para la cuasiconcavidad estricta y el Hessiano orlado |H]|
satisface la condicion suficiente para la maximizacion restringida

|H;| < 0,|H,| > 0,|Hs| < 0,|H,| >0, ..., (=1)"[H,| > 0, si nes par.
|H;| < 0,|H,| > 0,|H;] <0,|Hy| >0, ..., (—1)"|H,| <0, sinesimpar

Eiemplo 2.3.1
Sea f(x;, %) = x;%,2 conx; >0,x, >0,0<a<1,0<bh<1

Formamos la matriz B. Las derivadas parciales son

af — a-1,. b
=ax; " xy
dxq
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9

axZ

= bxlabe_l

% f
ox2
0% f
dx5

0°f 0*f a-1, b1
0x,0x, 0x,0%; abx, " x,

=a(a— 1)x; % 2x,?

= b(b — 1)x;%x,P2

0 ax, % tx,? bx;%x,P~1

B=|ax;*"'x,? ala—1)x%x,? abx;* 'x,
bx,%x,P"1  abx; 4 x,P7t b(b — 1)x;%x,P 72

b-1

Los menores principales son

0 ax;% 1x,P 2
|B;| = =—(ax;* x,?)" <0
1 axla—lxzb ala — 1)x1a—2x2b ( 1 2 )
0 ax, % 1x,b bx,%x,P~1
IB| = |lax;* %, ala—1)x,%2x,%  abx;% 'x,P7t

bx,%x,P71  abx; % x,P7 b(b — 1)x;%x,P 72
= [2a?bh? + a(1 — a)b? + a?b(1 — b)]x,3%2x,3072 > 0

Esto satisface la condicién de cuasiconcavidad estricta para f(x,x,). Observar que se llega a la
misma conclusién utilizando la definicién de la matriz de segundas derivadas D2 f (xy, x).

Eiemplo 2.3.2
Dadas las siguientes funciones
a) L=-x;%2—x32conx; >0,x,>0.
b) L=—(x;+1)%—(x, +2)2conx; >0,x, > 0.
Utilizaremos determinantes orlados para clasificar estas funciones en cuanto a la cuasiconcavidad y

a la cuasiconvexidad.
Cona)L = —x;%2 —x,2Conx; > 0,x, > 0.

Formamos la matriz H. Las derivadas parciales son

L 5
Ox; *1

oL 5
x, X2

021
dx?
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0%L B 9%L
0x,0x, 0x,0%;

0 —2x1 —2Xy
H = (—le -2 0 >

—2x, 0 =2

Los menores principales son

— _ 0 _le — 2
l=|_g 5 =-4n2<0
0 _le _2x2
|H2| = _2x1 -2 0 = 8(x12 +x22) >0
—2x, 0 -2

Cumple con las condiciones de cuasiconcavidad estricta, asi que H es definida negativaen R? y L es

una funcién cuasicéncava estricta (Céncava) en R?.
Conb) L = —(x; +1)% — (x, + 2)?> Con x; > 0,x, > 0.

Formamos la matriz H. Las derivadas parciales son

a—L =—2x; — 2
dxq
6_L =—=2x, —4
dx,
9%L
@ =-2
d%L B
dx5
d%L 9%L

0x,0x, - 0x,0x;
0 —le -2 —2x2 —4
H= (—le -2 -2 0 )
—2x, — 4 0 -2

Los menores principales son

— _| 0 —2x;, = 2| _ )
|H1| - |_2x1_2 -2 ‘ —_(_2x1_2) <0
0 —2x1—2 —2x,—4
|Hy| = [—2x; — 2 -2 0 =202x; +2)2+2Q2x, +4)> >0
—2x, — 4 0 -2
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Asi, H es definida negativa en R? y L es una funcién cuasicdncava estricta (Céncava) en R?.

Entonces, analizar la concavidad y la convexidad de la funcidn objetivo es otra alternativa para
verificar las condiciones de segundo orden y asi decidir si un punto critico es un maximo o un
minimo. Este andlisis depende de la diferenciabilidad de la funcién con respecto a sus variables
independientes y del orden de esa diferenciabilidad. Si la funcion objetivo no es diferenciable, no
estd en las condiciones del teorema anterior, por lo tanto para analizar la existencia de extremos,
se usara la definicidn algebraica (Definicion 2.3.1).

(
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Capitulo 3: Relacion entre la Programacion Céncava vy la
Programacion no Lineal

3.1 Teoremas sobre Programacion Concava

En este capitulo se utilizaran todas las herramientas vistas en el capitulo 1 y 2 y se relacionara la
programacion céncava con la programacion no lineal. Mencionaremos a continuacidn unos
teoremas sobre la programacion céncava.

Teorema 3.1.1: El teorema de suficiencia de Kuhn-Tucker. La Programacion Céncava

En los problemas clasicos de optimizacion, las condiciones suficientes para maximos y minimos se
expresan en términos de los signos de las derivadas o diferenciales de segundo orden. Estas
condiciones de segundo orden estdn relacionadas con los conceptos de concavidad y convexidad.
En la Programacién no Lineal, las condiciones suficientes pueden enunciarse en términos de
concavidad y convexidad, y estos conceptos se aplicaran no solo a la funcidn
objetivo f(xq, X3, ..., X,) sino también a las funciones de restriccion g(xy, X3, ..., X»).

Dado el problema de programacion no lineal
Maximizar f(xq1, X2, .., Xn)
Sujeto a
9i(xq, %2, e, %) < b i =1,2,...,n

x=20,x,20,..,x, =20

Si se satisfacen las siguientes condiciones

1. La funcién objetivo f(xq,x5,...,x,) es diferenciable y céncava en el cuadrante n-
dimensional positivo

2. Cada funcion de restricciong; (xy, x5, ..., X, ) es diferenciable y convexa en el cuadrante n-
dimensional positivo

3. Elpunto (x§, x5, ..., x;,) satisface las condiciones de Kuhn Tucker

Entonces, (x1, x5, ..., x) da un maximo global de f(xy, x3, ..., X»,)

El problema de maximizacion abordado en el teorema de suficiencia anterior se denomina
programacion concava. Esto se debe a que Kuhn y Tucker adoptan la desigualdad mayor o igual en
lugar de la desigualdad menor o igual en cada restriccién, de modo que la condicién 2 requerira que
todas las funciones g;(x;, x5, ..., x,,) fueran cdncavas, al igual que la funcién f(xq, x5, ..., x). El
teorema de suficiencia trata solamente problemas de maximizacion, pero adaptarlo a problemas de
minimizacion no es dificil. Se deben intercambiar las dos palabras céncavas y convexas en las
condiciones 1y 2 y usar las condiciones de Kuhn-Tucker para valores minimos en la condicién 3.

Ejemplo 3.1.1
Apliquemos el Teorema de suficiencia de Kuhn-Tucker al problema de maximizacion

Maximizar f(x;,X;) = X1X5 — X1 + X5

Sujeto a

(
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X2 +x: <1
X1, %2 =0
Condicién 1
La funcion f
[, x2) = x1% — %1 + x5
Estd restringida por la funciéon
9(x1,x,) = x% + x5

Formamos la matriz H. Las derivadas parciales son

dg
-2 —9
dxq X1
dg
—< =9
dx, 2
af
a—xl =X; — 1
af
E =x; + 1
02
?r_,
0xy
62
2,
x5
9’f  0%f

0x,0x, 0x,0x; =1

0 2x; 2x,
H=<2x1 0 1)

2x, 1 0

Los menores principales son
0 2x

7l — — a2
|H1| - |2x1 0 - 4x1 < 0
0 2x; 2x,
|Hyl =12x; 0 1 |=8xx,>0
2%, 1 0

Asi, H es definida negativa en R%y f es una funcién cuasicéncava estricta (Céncava) en R?.

Condicién 2

La funcion g es

O,
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— 42 2
91, %) = x{ + x3
Formamos la matriz D?g (x4, x,). Las derivadas parciales son

ag

=2
axl 1

a9

=2
d0x, *2

g _
dx?
a’g
ax;
a’g  0d*g
0x,0x, 0x,0%;

D?g(x1,%3) = (g g)

Los menores principales son
[2l=2>0

2 0] _
% )| =4>0
Asi, D2 g (x4, x,) es definida positiva y g es una funcién cuasiconvexa estricta (Convexa) en R2.

Condiciodn 3

La funcién de restriccidn tiene la forma de una circunferencia de centro en el origen y de radio 1, y
como se considera el menor o igual en la restricciéon, marco la regién dentro de la bola.

X2
A

i

\4

Grafico 3.1.1

O,
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Considerando el cuadrante positivo

A Xy

Grafico 3.1.2

7
v

Asi, se concluye que g es convexa en el cuadrante no negativo. La funcién f toma valores positivos
para ambas variables no negativas y distintas de cero, asi que es cdncava en el cuadrante no
negativo. Asi que este problema es aplicable al Teorema de suficiencia de Kuhn-Tucker.

»
»

X1

Para aplicar el Teorema de suficiencia de Kuhn-Tucker, deben cumplirse ciertas especificaciones de
concavidad y convexidad bastante estrictas. El siguiente teorema relaja las condiciones estrictas del
Teorema 3.1.1, hablando asi de la cuasiconcavidad y cuasiconvexidad.

Teorema 3.1.2: El Teorema de suficiencia de Arrow-Enthoven. La Programacidn Cuasicdncava"

En el Teorema de Suficiencia de Arrow-Enthoven se relajan estas especificaciones de la concavidad
y la convexidad hasta requerir la cuasiconcavidad y la cuasiconvexidad de la funcidn objetivo y de
las funciones de restriccién. Usaremos la desigualdad menor o igual en las restricciones de un
problema de maximizacién y la desigualdad mayor o igual en el problema de minimizacion.

Dado el problema de optimizacion
Maximizar f(xq1, X2, .., Xn)
Sujeto a
9i(x1,%2, ., xy) < b, Parai =1,2,..,k
Conx; = Oparatodoj=12,..,n
Si se satisfacen las siguientes condiciones:

1. La funcién objetivo f(xq,x3, ..., X,) es diferenciable y cuasicéncava en el cuadrante n-
dimensional positivo.

2. Cada funcién de restriccion g;(xq,x,...,x,) es diferenciable y cuasiconvexa en el
cuadrante n-dimensional positivo.

3. Elpunto (x7,x3, ..., x;) satisface las condiciones de Kuhn-Tucker.

4. Se satisface cualquiera de los siguientes puntos:

. af * * *
i) a—xj(xl,xz,...,xn) <0

(
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0 . . .
i) %(x{,x;,...,x;) > 0, para alguna variable x; que adopte un valor positivo sin
J
oponerse a las restricciones.

. d .,
iii) Las n derivadas de % (x1,x3, ..., X5) Nno son todas cero, y la funcién f(xy, x5, ..., x,) es
Jj

C2(R™) en la vecindad de (xj,x5,...,x;) (todas las derivadas parciales de segundo
orden de f(x1, X3, ..., X,) existen para (x7, x5, ..., Xp)
iv) Lafuncion f(xq, x5, ..., X,) €s concava.

Entonces, (x1, x3, ..., x;;,) da un maximo global de f(xy, x5, ..., X,).

El teorema de Arrow-Enthoven puede adaptarse con facilidad al problema de minimizacion.
Tenemos que intercambiar las palabras cuasicéncavo y cuasiconvexo en las condiciones 1y 2,
reemplazar las condiciones de Kuhn-Tucker por las condiciones minimas, invertir las desigualdades
en las condiciones 4-i y 4-ii y cambiar la palabra céncavo por convexo en 4-iv.

Ejemplo 3.1.2
Aplicaremos el Teorema de Suficiencia de Arrow-Enthoven para el siguiente problema de

optimizacion
Maximizar f(xq,x3) = X1
Sujeto a
x> +x:<1
X1, %2 =0
Condicion 1
La funcion f
f(x1,x2) =%
Estd restringida por la funcién
9(x1,x3) = x% + x5

Formamos la matriz H. Las derivadas parciales son

ag
= =2
dxq M1
ag
E = 2X2
d
_f — 1
0xq
a
9 _,
dx,

(-
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62

2,

0xy

°f

axz
o*)f _ 9*f

0x,0x, 0x,0x; -
0 2x; 2x,
H= <2x1 0 0 )
2x, 0 0

Los menores principales son
0 2x

| — — 2

|H1| - |2x1 0 — 4X1 < 0
0  2x; 2x,

Bl=[2x, 0 1|=0
2x, 1 0

Asi, la matriz H es semidefinida negativa en R? y f es una funcién cuasicéncava en R2.

Observacion: La grafica de f es un plano. Por el teorema de la funcién lineal (Teorema 2.3.3), f es
cuasiconcava y cuasiconvexa al mismo tiempo.

Condicion 2
La funcion g es
gCr,xp) = xf + o3

Formamos la matriz de segundas derivadas D?g(x;, x,). Las derivadas parciales son

dg
= = 2
dxq M
dg
E = 2X2
62
%5 _,
0x7
62
%5 _,
x5

D?g(xy,x;) = (g g)

Los menores principales son
[2|=2>0

|(2) (2)|=4>0

O,
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Asi, D2 g (x4, x,) es definida positiva en R? y g una funcién cuasiconvexa estricta (convexa) en R2.
Condicién 3

La funcién de restriccidn g es una circunferencia de centro en el origen y de radio 1. Nos interesa el
cuadrante positivo y como la grafica de la funcidn f es un plano, entonces los puntos en el cuadrante
positivo satisfacen las condiciones de Kuhn-Tucker. Hay puntos que estan en el cuadrante positivo,
dentro de la circunferencia y sobre el plano.

Condicion 4

Las derivadas parciales de primer orden de la funcién f son

d
_f=1
0xq

d
9 _,
axZ

No son todas nulas para cualquier valor de (x4, x,), asi que se cumple la condicidn 4-iii. Asi este
problema de optimizacion es aceptable para el Teorema de Suficiencia de Arrow-Enthoven.

Teorema 3.1.3: Prueba de calificacién de la restriccion

Si todas las funciones de restriccion son lineales, entonces se satisface la condicion de calificacion
de la restriccion. Sin embargo, en el caso de que las funciones g;(x1, x5, ..., X,) sean no lineales, la
siguiente prueba ofrecida por Arrow-Enthoven puede resultar Util para determinar si se satisface la

calificacion de la restriccidn.
En un problema de maximizacion, si:

Cada funcién de restriccion g;(xq, x5, ..., X, ) es diferenciable y cuasiconvexa.
2. Existe un punto (Xq,X5,...,%,) en el cuadrante n-dimensional positivo tal que todas las
restricciones se satisfacen como desigualdades estrictas para (X1, X5, ..., X,).
3. Unade las siguientes proposiciones es verdadera:
I.  Cada una de las funciones g;(xq, X5, ..., X,,) €s convexa.
Il. Las derivadas parciales de cada g;(xy, x5, ..., X,) no son todas cero cuando se
evallan para cada punto (x4, X5, ..., X,,) en la region factible.

Entonces, se satisface la calificacién de la restriccion.

Esta prueba puede adaptarse al problema de minimizacion, cambiando las palabras cuasiconvexo
por cuasicéncavo en la condicion 1y la palabra convexo a céncavo en la condicidn 3-i.

Ejemplo 3.1.3
Dado el problema de optimizacién:

Maximizar f(xq,x3) = x;
Sujeto a

x2+x3<1

(
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xX1,%, 20
La funcién g es
— .2 2
9(xq,x2) = x{ + x3

Formamos la matriz de segundas derivadas D?g(x;; x,). Las derivadas parciales son

ag
8—961— 2x
ag
2 -2
dx, y
02
%5 _,
0xy
aZ
%5 _,
x5

a’g  d%g

0x,0x, 0x,0x; -

D?g(xy,x;) = ((2) (2))

La matriz de segundas derivadas D?g (x4, x,) es definida positiva y g es una funcién convexa. Con
esto se cumple la condicién 4-i y como la convexidad estricta implica la cuasiconvexidad, se cumple
la condicion 1 de la calificacion de la restriccion.

La funcién g es una circunferencia de centro en el origen y de radio 1, cuyo dominio es dentro de la
misma y como la grafica de f es un plano, hay puntos (x;,x;) que estan en el cuadrante positivo
que cumplen con las condiciones. Entonces se cumple con la calificacion de restriccion.

Teorema 3.1.4: Teorema de Weierstrass"
Si la funcion objetivo f es continua y el conjunto de restricciones nos queda que optimizamos sobre
un conjunto compacto, entonces f alcanza extremos absolutos (Mdximo y minimo global).

Definicion 3.2.1
Un conjunto es compacto si es cerrado y acotado.

3.2 Programacidn Cdncava y Programacion no Lineal

En esta seccion se desarrollard como es la relaciéon entre la Programacién no Lineal y la
Programacién Céncava a partir de un ejemplo integrador de maximizacion. Los temas vistos en los
capitulos y secciones anteriores serviran para llegar a una conclusiéon y darle cierre a la Primera
Parte. Este es el motivo por el cual se traté por separado la Programaciéon no Lineal y la
Programacién Cdéncava. Una vez definida la relacién entre los dos tipos de programacion se
procedera a aplicarlos a un modelo econdmico de produccion, que serd desarrollado en la Segunda
Parte.
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Ejemplo 3.2.1: Ejemplo integrador
El problema de optimizacién es

Maximizar f(x;,x;) = —2x2 — 4x2 + 64x; + 96x, — 13
Sujeto a
x1+x, <36
xX1,%, 20

Programacion no Lineal

Al resolver el problema de optimizacidn por medio del método de Kuhn-Tucker, se tiene los puntos
criticos siguientes:

P = (16,12)
P = (0,0)
P =(0,12)
P = (16,0)

Al evaluarlos en la funcién objetivo, se tiene

f =1075
f=-13
f =563
f =499

Para cada punto critico mencionado, respectivamente. Como tenemos que maximizar, entonces el

punto
P = (16,12)

Es el maximo.

Teorema de Weierstrass
La restriccion del problema de optimizacidn es

X1 + X < 36
Despejo x, y obtengo
X, <36 — x4

Que es una funcién lineal en R? y da como resultado un conjunto cerrado. Dado que las variables
X1, X, deben ser mayores o iguales a cero, eso da como resultado el conjunto de x;, x, en el primer
cuadrante en R?. Asi, el conjunto de restricciones serd compacto, con lo cual se cumple el Teorema
de Weierstrass y la funcién f alcanzard un extremo absoluto. Por ultimo queda aplicar la
Programacién Céncava al ejemplo.
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Programacion Céncava

Las funciones que tengo son:
f (x5 x5) = —2xF — 4x5 + 64x; + 96x, — 13
g(xq,x2) = x1 + x5
Se utilizara la matriz B debido a que satisface las condiciones suficientes para la concavidad.
Funcién f
f(x1,x,) = —2x2 — 4x% + 64x; +96x, — 13
Formamos |la matriz B.Las derivadas parciales son
of
ax,
ﬂ

dx,

= —4-x1 + 64

= —8x, + 96
62
2,
0x;

a%f
0x2

9’f 0

0x,0x, 0x,0x; -

= -8

—4x, + 64 —4 0

0 —4x; + 64 —8x, + 96
—8x, + 96 0 -8

Los menores principales son

|B;| =

— 4, + 64
*1 | = —(—4x; + 64)2 < 0

| 0
—4x, + 64 —

0 —4x, + 64 —8x,+96
—4x, + 64 —4 0
—8x, + 96 0 -8

|B,| = = 8(—4x; + 64)% + 4(—8x, + 96)% > 0

Asi, B es definida negativa en R? y f es una funcién cuasicéncava estricta (Céncava) en R?.

Otra forma de definir a la funcién f es utilizando la matriz H que cumple con las condiciones de la
maximizacion restringida. Para armar la matriz H necesito las derivadas parciales de primer orden
de la funcion de restriccion g

Derivadas de g

dg
ox;

O,
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dg

=1
6x2

Asi, juntando las derivadas segundas de la funcion objetivo f y las derivadas primeras de la funcién
de restriccién g obtengo la matriz H

/0 1 1
H=[1 -4 0
1 0 -8

Los menores principales son

mi=1) L]=-1<o0

o1 1
Hl=[1 -4 0]|=12>0
1 0 -8

Asi, la matriz H es definida negativa, con lo cual f es concava. Ademds, f no tiene ninguna
restriccion en su dominio, por lo tanto es diferenciable para todos los pares de (xy, x3).

Conclusion de la primer parte

Conocer la concavidad y la convexidad de la funcion objetivo y de las funciones de restriccion, asi
como la caracterizacidn de la concavidad y la convexidad con respecto a que sean en forma estricta
0 no estricta, nos permite saber si la funcién objetivo f tiene un maximo global o minimo global.
Esta es la relacion entre la programacion céncava y la programacion no lineal. La programacion
céncava nos sirve para confirmar lo realizado en el calculo de obtener los puntos criticos, mediante
la técnica de Kuhn-Tucker al hacer el reemplazo en la funcién objetivo, y decidir cudles de los puntos
criticos hallados, que cumplen con las condiciones de Kuhn-Tucker, son maximos o minimos
globales.

La programacion céncava brinda informacién sobre la existencia de un maximo o minimo global tal
como el Teorema de Weierstrass, en el cual se utiliza las funciones de restriccién. La programacién
no lineal permite conocer cual es ese maximo o minimo global de la funcién objetivo f. Ambos tipos
de programaciones deben ser consistentes entre si con el Teorema de Weierstrass. Mas
especificamente, si una funcidn objetivo f es céncava en sentido estricto, es porque la matriz
Hessiana H es definida negativa, con lo cual se tiene que f alcanzara un maximo global en el
cuadrante positivo.
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Segunda parte: Aplicacion de la Programacion
Cdoncava y Programacion no Lineal en modelos
economicos

n esta segunda parte se aplicaran las técnicas de programacién céncava y programacion no

lineal, en modelos econdmicos simples, con el objetivo de sacar conclusiones sobre las

soluciones a los problemas de optimizacion de tales modelos econémicos, tomando como
base el interrogante ¢Qué sucedera con la solucién del modelo si?

Cambia la funcion objetivo.
2. Aplicamos restricciones al modelo en cuestion
Enfrentamos el caso convexo y no convexo en el conjunto de restricciones

Para responder esta pregunta planteada, nos enfocaremos en un modelo econémico en el que una
empresa debera comportarse de diferentes formas debido a una nueva situaciéon dada en la
economia, reestructurando su produccion y la cantidad de insumos necesarios para lograr tal
producciodn, cualquiera sea la situacion en la economia.

Modelo econémico

El modelo econdmico se basara en una empresa que es productora de desodorantes de ambientes
que utiliza dos insumos variables, a saber, Quimicos y plasticos. Sin embargo, la empresa se tiene
que enfrentar a una nueva situacion econdmica dada por una pandemia generada por el nuevo
Coronavirus. Suponemos que, en un principio, esta situacién restringe la cantidad de insumos que
utiliza la empresa para dicha produccién de desodorantes de ambientes y que luego, al haber
medidas restrictivas por la nueva pandemia, la empresa se ve obligada a cambiar su estructura
productiva para evitar su quiebre, dada por la baja demanda de desodorantes de ambientes
provocada por la cuarentena preventiva, adaptandose a la nueva situacién siendo productora de
alcohol en gel con los mismos insumos que utilizaba para los desodorantes de ambientes.

Supuestos del modelo

1. La empresa utilizara como insumos quimicos y pldstico. Por simplicidad, se entiende por
quimicos como el liquido del contenido del producto y se entiende por pldstico al envase
con rociador.

2. Hay 3 situaciones en la economia generadas por esta nueva pandemia.
Situacion 1: Antes de la aplicacidn de la cuarentena voluntaria: En esta situacién no hay
restricciones a la utilizacidon de insumos para la fabricacion de desodorantes de ambiente.
Situacion 2: Después de la aplicacion de la cuarentena voluntaria y antes de la aplicacion de
la_cuarentena obligatoria: Se restringe la utilizacién de insumos para la fabricacion de
desodorantes de ambientes por la alta demanda de alcohol en gel, para combatir el
Coronavirus.
Situacidn 3: Después de la aplicacidn de la cuarentena obligatoria: Esta situacién es mucho
mas restrictiva a la situacion anterior y obliga a la empresa a cambiar su produccion como
estrategia para evitar una quiebra dada por la nula demanda de desodorantes de
ambientes. La empresa se dedicara a la producciéon de alcohol en gel.
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3.

La produccién de desodorantes de ambientes se modela mediante una funciéon de
rendimientos decrecientes a escala, y la produccién de alcohol en gel mediante una funcién
de rendimientos constantes a escala. Esto es porque ambas funciones son cdncavas, lo cual
implica que la funcidn objetivo sea céncava, dado que la funcién de costos es lineal. Las
estructuras productivas se diferencian por los rendimientos a escala distintos.

El desodorante de ambientes y el alcohol en gel utilizaran los mismos insumos para su
produccion, a fin de simplificar el modelo.

El precio de venta del desodorante de ambientes sera de p y el precio de venta del alcohol

. 4.3 . .
en gel sera de S P, un 50% mas caro que el desodorante de ambientes.

El precio de los insumos serdn de w; para el insumo quimico y w, el precio del insumo
plastico. Por simplicidad en los calculos, se supone que w; = w, = w. Luego de aplicada la

. . . 3
cuarentena obligatoria, los precios pasaran a ser de S W, 0sea, un aumento del 50% en el

precio de ambos insumos.

El precio de venta de los desodorantes de ambiente y del alcohol en gel vienen dados, al
igual que el precio de los insumos quimicos y plastico.

El quimicoy el plastico se miden en Kg y no en Lts para tener todos los insumos en la misma
unidad de medida.

Hay un cambio en el conjunto de restricciones. En la situacion 2, la restriccion de insumos
es c. En la situacion 3 la restriccion de insumos pasara a ser kc, con k > 1 por tratarse de
una situaciéon en la cual hay una alta demanda de alcohol en gel. Se supone k > 1 para
reflejar que se necesitan mas insumos en la emergencia sanitaria.

Programacion no Lineal aplicada al modelo

Situacidn 1: Antes de la aplicacidon de la cuarentena voluntaria

La empresa produce desodorantes de ambientes con un precio de venta de p, cuyos insumos son
guimicos y plastico, ambos con un precio de w por Kg. En esta situacion, la estructura productiva de
la empresa estd dada por la funcién de produccidn con rendimientos decrecientes

f(xl,xz)zxf‘xf,a+ﬁ<1,a<1,ﬁ<1

Donde

x1 Es el quimico.

X, Es el plastico.

La funcion de costos es

C(xq, x2) = Wix; + wyx,

La funcion de beneficios es

= pr‘xf —WiX] — WyXy

El problema de optimizacién es

Maximizar m = pxi"xég — WXy — WaXsy
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Sujeto a
X1,%X2 =0
La funcidén Lagrangiana es
L= Pxf‘Xf —WiXy — WXy — A (=x1) — 23(—x3)

Las condiciones de Kuhn-Tucker son

om
o = pax{ T —wy <0, 2 0,3 (paxt T —wy) = 0
1
on a B-1 @y =1
W=p,8x1x2 —WZSO.XZZO'xZ(p:Bxlx _WZ)ZO
2
on
= X120420,4x =0
1
on
ﬁ: Xo 2 0,).2 2 O,Azxz = 0
2

wy = w, Asi que llamo wy = w, = w para simplificar los cdlculos.

Realizando operaciones algebraicas, como en el capitulo 1, se concluye que la solucién es

w _t
%1 = ()P
pat~F Bk
w _tr
R G e
paa'gl a
Que arroja un beneficio de
a+f a B
wat+pf-1 w at+f-1 n w at+f-1
T = 1 a W 1-BRB apl-a
pa+ﬁ’—1aa+ﬁ—1’3a+ﬂ—1 pa 'B pa 'B
w _r w _r
La empresa deberd utilizar (W)Mﬁ—l Kg de quimicos y (W)‘”ﬁ‘l Kg de plastico a fin de
maximizar sus beneficios y producira
a+p
wa+p-1
y = a+p a B

pu+[i’—1aa+ﬁ—1ﬁu+[i’—1
Desodorantes de ambientes con tales insumos.

El problema de optimizacién de esta situacién 1 también puede ser resuelto por extremos libres
igualando a cero las derivadas parciales de la funcion de beneficio, dado que no hay una funcion de
restriccion g(xq, x,). Sin embargo, se debe suponer que la solucidn del problema es una solucion
interior.
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Situacidon 2: Después de la aplicacidn de la cuarentena voluntaria y antes de la aplicacidn de la
cuarentena obligatoria

En esta situacidn se restringira la utilizacién de los insumos variables, debido a la alta demanda de
alcohol en gel, que necesita los mismos insumos, como se supuso, para lograr frenar la propagacion
del Coronavirus. Tal restriccidn consiste en utilizar a lo sumo ¢ Kg entre quimicos y plasticos en el
proceso productivo de los desodorantes de ambientes. Por otro lado, se tiene que el precio de los
insumos sigue siendo de w por Kg para los quimicos y para el plastico. Asi, el problema de
optimizacion, dada la misma funcién de produccion, de rendimientos decrecientes a escala, y los

mismos precios de venta y precios de los insumos, es
Maximizar m = pr‘xég — WiXy — WXy

Sujeto a

x1+x, <c

X1,X, 20
Donde
x; Es el quimico.
X, Es el plastico.
La funcién Lagrangiana es

L= pr‘xf — WX, —Wyxy — Al + x5 — )

Las condiciones de Kuhn-Tucker son

daL
Ea paxf‘le —w; —1<0,x; =0,x, (paxf“le - wy —/1) =0
1
oL a, B-1 a,B-1
szﬁxlxz —wy, —4,%, 20,x; (pﬁxlx2 —WZ—A)=0
2
daL
ﬁ=c—x1—x220,/’[20,/1(0—x1—x2)=0

Encontramos 2 puntos criticos.

Casox; > 0,x, >0,A>0
pax®~ixf —w -2 =
pﬁ’xi"xﬁ_1 —w,—1=0
c—x1—x,=0
Igualo A

a-1..B _ a. B-1
paxy "x, —wy; =pPBxix, —w,

wy = w, Asi que llamo w; = w, = w para simplificar los célculos
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pax®1xf = ppxixf

Realizando operaciones algebraicas se llega a

ac
X1 =
T a+ B
Bc
X =
27 a4+ B
c
1= a+f-1,,apf _
Pl B —w
Que arroja un beneficio de
pca+ﬁaa‘3£
Ty Z—(a+‘3)“+ﬁ — wWcC

Casox; > 0,x, >0,A=0

En este caso x; y x, son iguales a la situacién 1, debido a que la restriccidn es no activa.

1
X1 = (m)oﬁﬁ—l

w 1
X, = (W)“+ﬁ_l

A=0
Que arroja un beneficio de
a+f a B
wa+h—1 [ W e, W \arpo1
o) s e
pa+ﬁ—1aa+(/1?—1ﬂa+ﬁ—1 pa Bﬁﬁ paaﬁ “

Asi, en la situacidn 2, cuando la cuarentena esta instalada, la empresa producird

C“+Ba“ﬂﬁ
YT @ gyt
Desodorantes de ambientes, con x; = % Kg de quimicos y con x, = chﬁ Kg de pldstico. Sin

embargo, esta produccion se da cuando la restriccion x; + x, < c es activa. Si tal restriccion es no
activa, la produccién de desodorantes de ambientes y los beneficios seran los mismos que en la
situacion 1
a+p
wa+p-1

y = a+p a B
p“+ﬂ-1aa+ﬁ-1ﬁ“+ﬂ-1

1
w P , . w
Con (=555)*#~* Kg de quimicos y con (

1
aalgl_—a)a+ﬁ_1 Kg de plastico.
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Situacion 3: Después de la aplicacidn de la cuarentena obligatoria

Ahora se ha restringido aun mas la cuarentena llegado a tal punto de hacerla obligatoria para todos.
La empresa que antes era productora de desodorantes de ambientes, ahora es productora de
alcohol en gel, utilizando los mismos insumos, quimicos y plastico, aunque el precio de estos

. . 3 . .
insumos aumentaron un 50% siendo S W por Kg y el precio de venta del alcohol en gel también

3 Y
aumento un 50% pasando a ser de 5P Dado que la empresa produce alcohol en gel, la restriccién

de insumos pasa de ¢ kg a kc Kg, con k > 1 por tratarse de un producto esencial para combatir |a
pandemia. La nueva funcién de produccién de la empresa, ahora con rendimientos constantes a
escala, es

f(xq,x2) =xf‘x2ﬁ,a+,8 =1l,a<1,p<1
Donde

x, Es el quimico.

X, Es el plastico.

La funcion de costos es

3 3
C(xl, xZ) = -WiXq + = Wy X,
2 2
La funcién de beneficios es
3 . p 3 3
= EPX1 X, — EWlxl — szxz
El problema de optimizacién es
o 3 g 3 3
Maximizar m = = pxfx; — WX — 5 WyX;
2 2 2
Sujeto a las restricciones
X1 + x, < ke
xX1,%, =0
La funcion lagrangiana es
3 3
L= prf‘xf — 5 WiXs — WXz — Alxy + x5 — kc)

Las condiciones de Kuhn-Tucker son

aL 3 3 3 3
a_xl = Epaxf‘1x§ —Wi— A<0,x=20,x; (Epaxf“le Wi /1) =0

aL 3 . 3 3 . 3
o, = Epﬁxf‘xzﬁ oW —Ax;20,x; (Epﬂxf‘xg W —/1) =0
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JL
- M X +kc=>0,1>0,A(—x; —x, +kc) =0
w; = w, Asi que llamo w; = w, = w para simplificar los calculos

Realizando operaciones algebraicas, como en el capitulo 1, se concluye que la solucién es

x; = kac

x, = kfic
/1_3 @B 3
= gPatht mgw

Que arroja un beneficio de
3
m3 = EkC(pa“E”’ —w)

En esta situacién, dado que hay rendimientos constantes a escala, se llega a un absurdo si no activo
la restriccidn, porque x; y X, serian como en la situacién 1, que tienen exponentes con denominador
a+pf—1.

Asi, en la situacion 3, cuando la cuarentena pasé a ser obligatoria, la empresa utilizara kac Kg de
quimicos y kfSc Kg de plastico a fin de maximizar sus beneficios. Con esas cantidades de insumos se
fabricaran

y = kca®*BF

Alcohol en gel. Ademas, en esta situacién no se puede volver a la situacion 1, antes de la cuarentena,
debido a los rendimientos constantes a escala de la funcidon de produccién. Una vez que la
cuarentena es mas restrictiva, ya no se puede volver a la normalidad, hasta tanto se solucionen los
problemas sanitarios. Es asi como la empresa modifica su estructura productiva, adaptandose a la
nueva situacion dada por el Coronavirus.

La empresa va a querer producir alcohol en gel dado que va a obtener mayores beneficios
T3 > Ty

pca+[)’aa’3[)’

@+peps "

%kc(pa“ﬁﬁ -w) >
Por otro lado, no tiene sentido no activar la restriccidon x; + x, < c de la segunda situacion porque
la idea es racionar los insumos quimicos y plasticos para la produccién del alcohol en gel con el fin
de combatir la pandemia. Ademas no se demandard desodorantes de ambientes, sino que se
demandaran productos claves para combatir la pandemia, como el alcohol en gel. Asi se muestra
que la empresa se adaptara a la nueva situacidn y producira alcohol en gel. En esta situacién 3, lo
interesante es que la cantidad éptima de insumos que la empresa utiliza para la produccioén, el nivel
de produccién y los beneficios dependen de la constante k. Esto tiene sentido porque al aumentar
la restriccidon de insumos, se puede producir mas alcohol en gel. El multiplicador A no depende de
la constante k debido a los rendimientos constantes a escala.
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Una vez analizados las 3 situaciones, nos enfocaremos en ver qué sucede con la solucién del
problema de optimizacién cuando cambian las restricciones y si estas restricciones son convexas o
no.

Cambios en el conjunto de restricciones de la situacion 2

Responderemos la siguiente pregunta ¢Qué pasaria si el conjunto de restricciones en la segunda
situacion fuese como el conjunto de restricciones de la tercera situacidon? élLa empresa seguira
produciendo desodorantes de ambientes dada la ampliacién en la restriccion sobre la utilizacién de
quimicos y plasticos en la produccién?

El problema de optimizacién es

Maximizar m = pr‘xég —WiX] — WyXy

Sujeto a
X1+ xy < kc
X1,%X2 =0
Donde
x4 Es el quimico.
X, Es el plastico.
a+f <1
a<l1
<1

La funcién Lagrangiana es
L= pr‘xf —WiXx; — Wyxy — A(xy + x5 — kc)

Las condiciones de Kuhn-Tucker son

daL
Fra paxi"le —w; —A1<0,x; =0,x, (paxf“le - wy —/1) =0
1
oL a, B-1 a,B-1
W=pﬁx1x2 —wy, —A4,%x, 20,x; (pﬁxlx2 —WZ—A)=0
2
dL
a=kc—x1—x2ZO,AZO,A(kc—xl—x2)=0

Encontramos 2 puntos criticos.

Casox; > 0,x, >0,A>0
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a-1.8 _ _ /1 —
paxy” "x;, —w; =0

pﬁxf‘xﬁ_l—wz—)l= 0
kc—x;—x,=0

Igualo A

a-1.,.8 _ a., B-1
paxy x, —wy; =pBxix, —w,
w; = w, Asi que llamo w; = w, = w para simplificar los calculos

paxf‘_le = pﬂx{‘xf_l

Realizando operaciones algebraicas se llega a

_ kac
_a+ﬁ

_ kpc
T a+p

X1

X2

pka+ﬁ—1aaﬁﬁca+ﬁ—1
INCEYOL

—w

Que arroja un beneficio de

pka+ﬁaaﬁﬁca+ﬁ
"2 T T @ Bt

— kwc

Casox; > 0,x, >0,A=0

En este caso x; y x, son iguales a la situacidn 1, debido a que la restriccidn es no activa.

w %
= (———)a+p-1
X1 (pal_ﬁﬁ./g)

w _tr
Xy = (W)"‘”"1
A=0
Que arroja un beneficio de
a+p . 8
= = wa+f-1 —w[( w )a+—ﬁ—1+( W—>rﬁ_1‘
R e = papre

Como en la situacién 1, antes de la aplicacion de la cuarentena voluntaria.

La empresa debera modificar su estructura productiva dada la cuarentena voluntaria. Las fuerzas
del mercado haran que la empresa produzca alcohol en gel utilizando los mismos insumos, que son
quimicos y pldsticos. Esto es lo que comentamos al final de la situacién 3, antes de entrar en este
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caso. A diferencia de la situacion 3, debido a los rendimientos decrecientes a escala de la funcién de
produccidén, el multiplicador A depende de la constante k.

Conjunto de restricciones no convexo en la situacion 3

Apliquemos una restriccidén cdncava, por ejemplo, la funcidn

g(xy, %) = —x% - x%

Al problema de maximizacidn correspondiente a la situacion 3 en reemplazo de la restriccion de
insumos que era

X1 +x, < kc

Correspondiente a la funcion objetivo

3 .p 3 3
T=SPXTX — S WXy — 5 Walp
Donde
a+p=1
a<l1
B <1

La pregunta es ¢éComo repercute la introduccion de una funcién no convexa, en el conjunto de
restricciones, a la contratacion de insumos por parte de la empresa?

El problema de optimizacién es

Maximizar m = prfxf — Ewlxl — szxz

2 2 2

Sujeto a
—xi —x5 < —h

xX1,%, =0
Donde
x1 Es el quimico.
x, Es el plastico.
h < 0 Es la cota del paraboloide g(x;,x,) = —x7 — x2
La funcién Lagrangiana es

L= ;pr‘xf - %wlxl WXz — A(=xZ —x% + h)

Las condiciones de Kuhn-Tucker son
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L 3 w1 p 3 3 a1 p 3
—=§pax1 X, —Ew1+2x1/1s 0,1 =0,x1 (EPOUQ X, —Ew1+2x1/1) =0

axl

aL 3 _ 3 3 _ 3

a_xz_ipﬁ f‘xf 1—§w2+2xZASO,x22O,x2(5pﬁxf‘x§ 1—EW2+2x2/1)=0
oL
ﬁ=xf+x§—h20,/’120,/1(xf+x§—h)=0

Realizando operaciones algebraicas, como en el capitulo 1, se concluye que la solucidn es

x1 =0

x, =0

1=
Que arroja un beneficio de

m3 =0

Cuando maximizo beneficio con una restriccién céncava, resulta que la solucién del problema no
tiene sentido porque si justamente cambié mi estructura de produccion para aportar a la lucha
contra la pandemia, no producir alcohol en gel no ayuda en nada. Por otra parte, en un problema
de maximizacién no puedo trabajar con un conjunto de restricciones concavo, eso es para los
problemas de minimizacién, pero se mostrd este resultado para apreciar que en el modelo
planteado contradice lo que la empresa busca.

Programacion Concava aplicada al modelo

Funcién de beneficios de la situacién 1y 2

1T=pr‘x§ —wixy —wWexy,a+f<l,a<l,Bf<1
Es la funcidn objetivo en la situacidn 1. En la situacién 2, la funcidn objetivo estd restringida por
9(x1,x2) = x1 + x;

Formamos la matriz H. Las derivadas parciales son

d
99 _
0xq
d
99 _4
6x2
an
FA pax®xb —w,
an _
o, pBxxl = w,
0%m ~
oz = pa(a — 1)x&2xb
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0%m _
S = PR~ Dx{xy
2
’n 0’m 4 p-1

a
= = pafxf1x
0x1X;  0XpXq papxi X,

0 1 1
F=(1 pat@a—1Dx2xf  papxi1xb™
1

papxi kbt pB(B - Dafxl?

Los menores principales son

_ 0 1
IHy] = 1 pa(a— 1)x{7“2xég =-1<0
0 1 1
— — - -1
|H,| = |1 pa(a—Dxf fo pafxs 1x§

1 papxf™ixh "t pp(B— Dxix,
= 2paBxf x4 pB( - PIxExE TP 4 pa(1 — a)xf %k >0

Asi, H es definida negativa y 7 es una funcidn cuasicdncava estricta (Céncava).

Funcidn de restriccion de la situacion 2y 3
g(xq,%2) = x1 + x,

Es una funcidn de restriccion. La grafica de g es un plano y por el teorema de la funcién lineal
(Teorema 2.3.3) g es cuasicdncava y cuasiconvexa al mismo tiempo.

Funcién de beneficios de la situacién 3

3 3 3
T = prf‘xg —SWiXp = SWoXp, & +=1a<1,p<1
Es la funcidn objetivo en la situacion 3, restringida por la funcién
9(x1,x2) = x1 + x;

Formamos la matriz H. Las derivadas parciales son

dg 1
ox;
dg —1
ox,
dr 3 3
— -1,B
a—xl—zpaxf‘ Lx) oW
dr 3 3
— B-1
a—xz—zpﬁxi}‘xz —5Ws
0’ 3 ~
ﬁ=§pa(0[—1)x{l zxf
1
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T = VB — Dt
0°m 2°r 3
_ _ 2 -1 ﬁ 1
0x1xy  0XpXq Zpaﬁxl 2

/0 1 1 \
azﬁ alﬁll

H=| 1 —pa(a — Dxi"x, paﬁx >
3 -
\1 papxi P 2 pp(s - il /

Los menores principales son
0 1

3 =—
1 Epa(a —1)x¢2 4 1<0

|H1| =

1 1

3 3
1 opa(a—Dxf ) Spapxi” Ty

|H2| =
1 —paﬁx“ Lf=t —pﬁ(ﬁ—l)xi"xf 2

= 3pafxi " x,

Asi, H es semidefinida negativa y 7 es una funcién cuasicdncava estricta (Céncava).

Funcidén de restriccién no cOncava

g(xy, %) = _x% _x%

Es una funcién de restriccion.

Formamos la matriz D2 g (x4, x,). Las derivadas parciales son

dg
6—361 = —2X1
dg
a—xz = —2X2
0%g
ax?
62
% __,
x5
a’g  d*g
Ox1%,  0x,%;

pgtn=(2 2)

Los menores principales son

3 _ 3
a=1,h= 1+5p,8(1—ﬁ)xf‘xg 2+5pa(1—0{)x1 -2 B>O
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|-2] <0
-2 0]_
I S|=4>0
Asi, D2 g (x4, x,) es definida negativa y g es una funcién cuasicéncava estricta (Céncava).

Conclusion de la segunda parte

La concavidad y convexidad de la funcion de restriccion modifica la solucién del problema de
optimizacion. Al tratar con un problema de maximizacién, cuando el conjunto de restricciones es
concavo, los resultados no tienen sentido en el modelo econdmico en cuestion, como es el caso no
convexo de la situacién 3. Las restricciones convexas con la funcion objetivo cédncava son para los
problemas de maximizacién y las restricciones céncavas con una funcién objetivo convexa son para
los problemas de minimizacidn. Por otro lado, cambiar la constante k en el lado derecho de la
restriccion de desigualdad en la situacion 2 provoca un cambio en los valores de x; y x, y A cuando
la restriccion es activa, es decir, cuando el multiplicador es A distinto de cero. Sin embargo, si la
restriccion modificada es no activa, el multiplicador A igual a cero, la constante k no tiene
importancia en la solucién y en los beneficios, volviendo a la situacion 1.
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Conclusién general

La programaciéon céncava y la programacién no lineal tienen como finalidad la busqueda de los
valores extremos de una funcién f de una o varias variables. Los valores extremos pueden ser
valores méximos o valores minimos de una funcion. En esta busqueda del valor extremo se debe
contemplar si f esta o no sujeta a una restriccion. El conjunto de restricciones puede ser de igualdad
o de desigualdad. En caso de ser de igualdad, los valores extremos se encuentran mediante la
técnica de los multiplicadores de Lagrange. Si, en cambio, el conjunto de restricciones es de
desigualdad, la técnica empleada son las condiciones necesarias de Kuhn-Tucker, que toma como
base los multiplicadores de Lagrange. Por otro lado, tanto la funcién f como el conjunto de
restricciones pueden ser o no funciones lineales. Si f y/o el conjunto de restricciones son no lineales,
habra que emplear el uso de la programacion no lineal, considerando si se trata de restricciones de
igualdad o de desigualdad. Sin embargo, si la funcién f y el conjunto de restricciones tienen la forma
lineal, se aplicara la programacion lineal.

La programacion concava utiliza el calculo diferencial y matricial, mediante la matriz de segundas
derivadas y la matriz del Hessiano Orlado para decidir si los puntos criticos hallado mediante el uso
de la programacion no lineal son maximos o minimos de la funcion en estudio.
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