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Resumen:

En el presente trabajo se propone
estudiar, mediante un sencillo
modelo, el impacto que el comercio
internacional puede generar en el
crecimiento de las economias d
partir de una estrategia coordinada
entre ellas.

La principal hipdtesis de lo propuesto
se basa en asumir que el producto
bruto de un pais evoluciona
asociado al producto bruto de los
paises con los cuales tiene un fuerte
intfercambio. Se plantea entonces
un modelo dindmico discreto,
inspirado en el modelo multisectorial
de Leontief y se recrea la idea de
crecimiento  balanceado  entre
sectores, aplicada ahora a las
economias como un todo. A partir
de ello se estudia la existencia de
trayectorias de crecimiento
balanceado optimo y suimplicancia
econdmica. De esta forma, el
modelo explora vy resalta la
importancia del comercio
internacional bilateral, como uno de
los mecanismos para dinamizar el
crecimiento.
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Abstract:

This paper proposes to study, by
means of a simple model, the impact
that international trade can have on
the growth of economies based on a
coordinated  strategy  between
them.

The main hypothesis of the proposal
is based on the assumption that the
gross product of a country evolves in
association with the gross product of
the countries with which it has a
sfrong exchange. A  discrete
dynamic model is then proposed,
inspired by Leontief's multisectoral
model, and the idea of balanced
growth between sectors is
recreated, NOowW applied to
economies as a whole. From this, the
existence of opfimal balanced
growth paths and their economic
implications are studied. In this way,
the model explores and highlights
the importance  of  bilateral
international trade as one of the
mechanisms for boosting growth.
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1. Introduccion

Antes de iniciar la infroduccién a cada tema relacionado con el modelo de
trabajo, se hard una breve introduccion sobre los motivos que inspiran este
trabajo. En principio, este modelo estd inspirado en el modelo dindmico de
Leontief multisectorial. Tomando esta ideaq, planteada para obtener tasas de
crecimiento balanceado entre los sectores de la economia, y entendiendo que
el comercio internacional puede resultar un factor clave para el crecimiento
econdmico. Se combinan estos dos tépicos, a la hora de elaborar el modelo, el
cual pretende estudiar el comportamiento y la incidencia del comercio
infernacional como factor fundamental para obtener resultados éptimos en las
economias que participen. Por esto, se hace un repaso de la literatura y el
debate sobre estos aspectos, esto brinda suficiente motivacion para realizar
este trabajo. En resumen, los temas en cuestion son, principalmente comercio
internacional y crecimiento balanceado. Luego se hace un breve repaso por el
modelo dindmico de Leontief, sus caracteristicas y teoremas necesarios.
Ademds, se hace un repaso de sistemas dindmicos discretos y la técnica
necesaria para el andlisis del comportamiento dindmico. Y, finalmente, se
aborda el modelo en cuestidn que tiene por objetivo estudiar y obtener
resulfados a favor del comercio internacional como dinamizador del
crecimiento. Siendo este un factor clave para economias que puedan resultar
estratégicas en términos de intercambio comercial. Por Ultimo, se hace la
pertinente discusidén de los resultados.

2. Comercio internacional

Con el paso del tiempo el comercio internacional ha dado lugar a un mundo
totalmente globalizado. Actualmente, casi todas las naciones del mundo
mantienen, en mayor o menor medida, algun grado de apertura comercial. Las
consecuencias y beneficios de la apertura comercial, han dado lugar a
extensos debates, con resultados a favor y en contra de ella; algunos también
Nno tan concluyentes.

2.1 Un breve repaso sobre este debate

La teoria mds tradicional del comercio internacional, surge con los modelos de
ventajas absolutas de Adam Smith y de Ricardo con su modelo de ventajas
comparativas. En principio, Smith, en su modelo sostenia que un pais deberia
especializarse en la produccion de aquellos bienes donde tuviera ventajas
absolutas e importar todos aquellos donde tuviera desventajas absolutas o
careciera de eficiencia (division internacional del trabajo). Esta teoria, sin
embargo, presento algunasinconsistencias, como por ejemplo, que pasaria con
aqguel pais que careciera de alguna ventaja frente al resto del mundo. Ricardo,
llego entonces para subsanar esta cuestion, con su teoria de ventagjas
comparativas. Asi, postulo, que aun si una economia tuviera alguna desventaja
absoluta, esta podria tener costes relativos menores (medidos en termino de
otro bien) frente a alguna otra economia, entonces el intercambio podria ser
posible y ademds beneficioso. Sin embargo, en ambas teorias persistian algunas
debilidades que las alejarian de la realidad.
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A raiz de esto, fueron surgiendo otros modelos de comercio internacional. El
modelo de Ricardo, por ejemplo, fue sufriendo algunas modificaciones de ofros
autores. Estos, utilizaron algunos axiomas un poco mas realistas, que mejoran los
fundamentos, acercdndola mds a la realidad. Por ejemplo, Haberler (1936), con
su teoria del coste de oportunidad, logro disuadir algunas de estas cuestiones.
Por otra parte, Heckscher (1919) y Ohlin (1933) han ejercido gran influencia para
determinar las causas del intercambio comercial mundial. El modelo de
Heckscher-Ohlin, como se conoce, postula que un pais enfocara sus
exportaciones en el bien con el cual utiliza mds intensivamente su factor mas
abundante, en términos relativos. Este modelo, dio lugar a 3 tesis importantes:

1) Elteorema sobre igualacion del precio de los factores
2) Elteorema de Stolper-Samuelson
3) Elteorema de Rybczynski

La “nueva” teoria del comercio internacional ha iniciado un periodo con
infinidad de trabajos al respecto. Principalmente, viene a proponer una
segunda razén para que los paises tengan estimulo al comercio internacional,
esta es, la presencia de economias de escala (rendimientos crecientes). A
saber, estos modelos incorporan la posibilidad de contextos de competencia
imperfecta, diferenciacién de productos, comercio intraindustrial, dumping
reciproco, etc. Algunos autores: Dixit y Stiglitz (1977), Krugman (1979). entre otros.

Otros modelos mds recientes, los denominados “novisimos”, se encargan de
darle un papel interesante a las empresas individuales. Estos modelos,
incorporan la heterogeneidad entre empresas a nivel nacional. En ofras
palabras, se hace a un lado el concepto de empresa representativa y se
permite la diferencia de productividades entre empresas de la misma industria.
Esto provoca resultados interesantes dentro del sector y a nivel macro (salida de
empresas con baja productividad, desplazamiento de estos recursos a aquellas
con mayor productividad, un incremento de la eficiencia a nivel industrial, se
amplian las ventajas comparativas y se obtiene mayor bienestar). Algunos
autores: (Bernard, 2007), (R. E. Baldwin y R. Forslid, 2006), (Jensen, 2007), entre
otros.

Por ofra parte, en el otro espectro, hubo algunos economistas que defendieron
la proteccion de la industria nacional, sustentando sus teorias con lo que se
denomind industrializacion mediante sustitucién de importaciones (Hirschman,
1980; Furtado,1985; Fishlow, 1987; Presbich, 1983). Esta corriente, tuvo un gran
impulso en varios paises de Latinoamérica, con el espiritu de poder generar
mayor desarrollo. Con esto librarse, ademds, de la dependencia de los paises
centrales y hacer frente a la baja especializaciéon. La teoria sostiene que,
mediante este proceso, se obtendria un gran desarrollo en el sector industrial
manufacturero, que resolveria los problemas estructurales de las economias
subdesarrolladas. Pero una condicidn necesaria para resolver este tipo de
problemas estructurales, consistia en poder lograr luego, exportaciones con
mayor valor agregado. Esto resulto ser bastante complejo debido a la falta de
planificacion estratégica, y a la baja competitividad frente a paises
desarrollados.
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Sin embargo, este trabajo no pretende extenderse en la infinidad de modelos
existentes. El lector interesado puede recurrir, por ejemplo, al libro de Economia
internacional de Paul Krugman (2014).

Ademds de los modelos tedricos, también existen trabajos cuantitativos de corte
econométricos, con el fin de trabajar sobre los datos, y estudiar no tanto las
causas, sino los efectos del comercio internacional. En otras palabras, analizar
la experiencia empirica.

2.2 Algunas reflexiones sobre esto:

Un ejemplo de la incidencia del comercio internacional es el caso de los paises
del este de Asia (Tahir y Ali, 2014).

Una mayor apertura comercial aportara un gran flujo de ideas y conocimiento
para el desarrollo y el crecimiento (Grossman y Helpman, 1991; Romer, 1993).

Yanikkaya (2003), enconiré un resultado positivo y significativo sobre el
crecimiento ufilizando regresiones de corte fransversal en un panel de mads de
100 paises en desarrollo y desarrollados.

Cecchiniy Lai-Tong (2008), utilizo también datos de panel en siete paises, donde
concluyo que el crecimiento econdmico necesita, apoyarse de la transferencia
de tecnologia para que la apertura comercial de resultados favorables.

Zereny Ari (2013), se enfoco en paises del G7 donde encontrd una relacion muy
estrecha entre comercio internacional y crecimiento econdmico.

Mercan (2013), encontrd resultados similares para paises emergentes.

Molero, L., Anchundia, J., Patino, R., y Escobar, Y. (2020), han realizado un
extenso frabajo con regresiones de corte fransversal y series de tiempo. Donde
han encontfrado resultados positivos, pero escasamente significativos.

Sin embargo, también existen resultados poco favorables, y en algunos casos
hasta perniciosos, para algunas economias en estudio. Garate, Tablas y Urbina
(2010), encontraron para El Salvador que la apertura comercial fue un fracaso.
Nduka (2013), estudio el caso de Nigeria donde tampoco encontrd resultados
favorables. En el caso de Ecuador, Mariduena (2017), dio con resultados escasos
sobre el crecimiento econdémico.

Claro estd, que todo esto depende, en gran medida, de la heterogeneidad de
las economias entre si, el escenario en el tiempo y situaciones que pueden
presentarse con algunas externalidades positivas o negativas, ya sea para un
pais en particular o a nivel global (caso COVID-19). Por ofra parte, cabe aclarar
que, si bien el comercio internacional exhibe, en los datos, una influencia
positiva sobre el crecimiento econdmico, no es el Unico factor que incide sobre
esta tasa de crecimiento. En este sentido, este trabajo en cuestiéon, no pretende
suponer gue no existen tales factores adicionales al comercio internacional, que
puedan permitir obtener una mejora en la tasa de crecimiento. Sin embargo, se
considera que este puede ser un factor importante para potenciar las
posibilidades. Asi, inspirdndose en un modelo dindmico como el de Leontief, que
serd intfroducido posteriormente, el cual explica el crecimiento balanceado

8
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entre sectores mediante una planificacion estratégica. Se pretende suponer
que esto, podria pensarse andlogamente entre paises que puedan resultar
socios comerciales estratégicos. Si estos, pudieran coordinar y planificar un
infercambio comercial estratégico, se podria alcanzar una frayectoria de
crecimiento balanceado en simultaneo que podria ser éptima. En resumen, en
el supuesto caso donde hubiera coordinacién y planeamiento, se podria
obtener una frayectoria de crecimiento balanceado que, a su vez, podria ser
un Optimo en simultaneo para estas economias. Con esto, se podria reforzar la
idea de que el comercio internacional puede potenciar el crecimiento
econdmico. Se reitera, por supuesto, que existen muchos otros factores que lo
influyen. Pero es importante pensar en la influencia positiva que podria tener
este intercambio entre paises estratégicos, si hubiese cierta coordinacion.

3. Crecimiento Balanceado

La teoria de Crecimiento balanceado fue planteada principalmente por el
economista Ragnar Nurske (1907-1959). Este plantea la hipdtesis de que un
gobierno de cualquier pais necesita realizar grandes inversiones en varios
sectores de forma simultdnea, como un mecanismo de gran impulso en todos
los sectores de la economia. A su vez, sugiere que, se debe sostener un balance
en las tasas de crecimiento de todos los sectores, ademds de cumplir
necesariamente, que las tasas también encuentren un balance en el lado de la
demanda. En paises subdesarrollados, por ejemplo, generalmente esto
implicaria  generar un impulso en las dreas industriales y agricolas
simultdneamente. Esto ampliaria el tamano del mercado, aumentaria la
productividad y proporcionaria un incentivo para que el sector privado invierta.
En principio, es fundamental y muy necesario, lograr transmitir la confianza
suficiente para lograr que el sector privado tenga incentivos para invertir. Por
esto, la planificacién puede resultar un factor clave para transmitir este mensaje
de seguridad. En ofras palabras, Nurske plantea la necesidad de impulsar en
forma conjunta el crecimiento de los sectores agricola e industrial, en este caso,
para que en esa sinergia cada sector genere un mercado de bienes para el
otro. Esta teoria, como se observard, mds adelante en profundidad,
originalmente tiene caracteristicas de andlisis micro-estdtico, pero surgen
motivos para creer que puede resultar conveniente adaptarla a un andlisis
macro-dindmico. Esta cuestion es el motivo de inspiracién de este trabajo, que
por supuesto, lejos estd de pretender ser un fiel reflejo de la realidad. Cabe
aclarar que el modelo planteado en este trabajo es una simplificacion de la
misma para fines tedricos y académicos, que sirven de utilidad para entender
ciertos comportamientos.

Antes de avanzar mds en profundidad con la teoria, se pueden plantear y
distinguir 3 formas de empleo del concepto de balance (Revuelta, 1960):

1) Una no técnica
2) Otra técnica general

3) Y una técnica mas especifica

Alumno: Matias Leonel Jaime



Universidad Nacional
| de San Martin

1) Esta se emplea con frecuencia para describir un crecimiento sostenido que
no provoca grandes alteraciones en lo social. Este resulta equilibrado en el
sentido de que todas las clases se benefician y el éxito es una cuestion de elogio
para el pais o periodo. Este empleo tiene una raiz mds emocional.

2) En el sentido técnico mds general, se refiere al equilibrio entre la inversidon
prevista y el ahorro previsto. Bdsicamente, la inversiéon resulta equilibrada si se
ajusta a los recursos disponibles, de lo contrario podria ocasionar inflacion. En
ocasiones algo de inflacion puede ser de utilidad para “acelerar el motor” pero
esto puede resultar contraproducente, mds en paises subdesarrollados. Para
estos paises es tan peligroso como “tomar un tigre por el rabo” (Revuelta, 1960).

Esta idea de balance o equilibrio puede no significar que necesariomente el
equilibrio tenga que ser solamente en el nivel general, también puede tener
consecuencias en recursos especificos. En otras palabras, no solo un exceso de
demanda general puede tener efectos negativos, sino también en recursos o
sectores especificos generando un fallo o “embotellamiento” en este mercado.

3) En el sentido mdas especifico, laidea de equilibrio es la que se origina en Adam
Smith. Se refiere especificamente al equilibrio entre la divisidén del trabajo, el
volumen de producto y la dimensidn del mercado.

Bajo el ala de este concepto mds especifico podemos entender de donde
radica la hipdtesis de Nurske. Y para paises subdesarrollados, es donde termina
siendo Util entender que es necesario este equilibrio del mercado y de la oferta.
Es necesario generar mejoras en la eficiencia, ya que esta, dard lugar a nuevos
mercados. La expansion simultanea creara una base mds amplia de la
estructura productiva, impulsando el desarrollo de la infraestructura, creando
nuevas necesidades y bienes, y estos nuevos mercados impulsaran, a su vez, el
crecimiento. Por ejemplo, si se impulsan los sectores educativos, de salud,
transporte, energia, vivienda y los demds sectores de bienes y servicios, todos al
mismo ritmo. Entonces la renta real se incrementard y dard lugar a mayores
inversiones, “Olas de inversores” en términos de Schumpeter.

Es interesante enfocar el andilisis en lo que respecta a paises subdesarrollados,
siendo que esto puede resultar de utilidad para la Argentfina o la region
Latinoamericana. Normalmente, un pais subdesarrollado es exportador de
bienes primarios o agricolas e importador de manufacturas. Existen excepciones
a laregla, pero, generalmente esto es un comun denominador entre los paises
subdesarrollados. Por esto es necesario también el balance en el sector externo
de la economia. A su vez, también es necesario contemplar que la
productividad del sector agricola suele ser mds baja que la media total de la
economia, y mas baja que la del sector no agricola. Segun Revuelta (1960), la
relaciéon de un gran nUmero de paises se aproxima bastante a la forma:

4=2N
3

donde A es la produccién por persona empleada en la agricultura y N la
produccion por persona empleada en la economia en su conjunto.
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Asi, se concluye que, si se modifica la estructura productiva de una economia
subdesarrollada, esto es, modificando la composicidén por una donde participe
mdas el sector no agricola. Esto puede resultar un instrumento para el desarrollo
econdmico. Sin embargo, como se menciond anteriormente, esta tfransferencia
debe justificarse mediante un incremento de la productividad o de la demanda
real, de lo contrario no puede ser sostenida. Entonces, una mayor produccion
por frabajador no agricola es representada por una mayor productividad neta
de su trabagjo y no solo un “input” de capital. Asi, se produce un efecto
multiplicador para el cambio estructural. Esto pareciese ser como la paradoja
del huevo o la gallina. Pero ahi nace la doctrina de crecimiento balanceado
que fue desarrollada por Nurske principalmente, seguida por Tscitovski, Hilgerdt,
Hirschman o antecesores también como Young, Rosenstein-Rodan o Hans
Singer, entre ofros.

Se ha demostrado entonces que, bajo ciertos requisitos, la transferencia desde
un sector a ofro puede resultar un mecanismo propulsor del crecimiento
econdmico. Esto es cierto para una economia cerrada, y para el caso de una
economia abierta también lo es, pero con cierto rezago. Por esto es importante
analizar el comportamiento con el paso del tiempo. Ademds, la dimension del
mercado también ofrece limites ala tfransformacion de la estructura del empleo.
La industria, por ejemplo, no podrd expandirse porque necesita mercados mas
amplios para la agricultura. El mercado de productos agricolas, a su vez, se ve
limitado por la ausencia de oportunidades de empleo en el sector industrial, esto
fuerza a la agricultura a alimentar demasiada poblacion en su sector. Por lo
tanto, las industrias individuales no pueden expandirse porque ofras industrias no
se han desarrollado lo suficiente para proporcionar mercados. De aqui surge la
idea de generar un “gran impulso” en simultaneo en todos los mercados.

Existen antecedentes previos a los desarrollados por Nurske que sirven como un
puente entre el, y Adam Smith. Young, en su articulo “Rendimientos crecientes
y progreso econémico” publicado en el Economic Journal en 1928, resume todo
esto en sus conclusiones:

“Primero, el mecanismo de rendimientos crecientes no se descubre adecuadamente
observando los efectos de las variaciones en el tamano de una firma individual o de
una industria particular, porque la progresiva division y especializaciéon de las industrias
no constituye una parte esencial del proceso por el cual se realizan los rendimientos
crecientes. Lo que se requiere, es que las operaciones industriales se vean como un todo
interrelacionado. Segundo, el asegurarse rendimientos crecientes depende de Ia
progresiva division del trabajo, y las principales economias de la division del trabajo, en
sus formas modernas, son las economias obtenidas usando mano de obra de modos
indirectos o rebuscados. Tercero, la division del trabajo depende del tamano del
mercado, pero el tamano del mercado también depende de la divisidn del trabajo. En
esta circunstancia yace la posibilidad de progreso econdmico, aparte del progreso
resulfante de nuevos conocimientos que los hombres son capaces de ganar ya en las
persecuciones de sus intereses econdmicos o no econdémicos'. (Young, 1928)

Estas conclusiones apuntan precisamente a la influencia de cada sector en el
conjunto, la tasa de crecimiento de una firma depende, a su vez, de las tasas
de crecimiento de ofras firmas. Esto es a lo que los autores llaman
complementariedades estratégicas y “economias externas”. Asi, la division del
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trabajo depende finalmente de la division del trabajo. Por paraddjico que
suene, el circulo vicioso parece brindar la respuesta. Esto, despierta el interés por
abandonar el andlisis micro estatico y fradicional, y optar por un andlisis macro
dindmico.

Una critica sobre esto, es que no se consideran las elasticidades de oferta y
demanda de cada sector. Ademds, solo brinda una explicacién de cudl es el
mecanismo que mantiene girando el proceso, pero nada dice de como
iniciarlo. zSera posible generar un shock exdgeno para darle origen o
sencillamente depende de la espontaneidad del proceso?

A raiz de esta Ultima cuestion se introduce en el debate las ideas de Paul N.
Rosenstein-Rodan (1943), quien asegura que el tamano de la regidn es un punto
importante para pensar en empresas de tamano éptimo, y asi poder minimizar
los riesgos de la inversion. En ofras palabras, cuando se evalia el camino de la
industrializacién entre una instancia de aislamiento o una de integracién con el
mundo esta Ultima puede resultar mas favorable y menos costosa. Desde acd
dos cuestiones marcan el rumbo e inspiracién de este tfrabajo por un lado la
posibilidad de analizar la accién del estado para planificar y generar un gran
impulso que haga girar la rueda del proceso de desarrollo. Y por otro lado la
posibilidad de repensar el crecimiento balanceado como mecanismo de
integracion entre paises. En otras palabras, pensar en la complementariedad,
pero en términos de comercio internacional.

Por supuesto que esto no queda exento de criticas. Por ejemplo, afirmar que el
tamano 6ptimo de una firma depende del tamano de la region es bastante
difuso. Mds bien lo importante seria la dimensién del mercado. Por ofro lado,
también se tiene que Rosenstein-Rodan no resuelve como coordinar la
industrializacién planeada a gran escala utilizando las ventajas internacionales.
Esto Ultimo resulta ser un gran desafio. En si mismo, un Estado a veces tiene
dificultades para resolver la ineficiencia del marco institucional por una
desavenencia entre el costo privado y social (Pigou, 1946). Por eso pensar en un
marco internacional resulta ser mds desafiante, pero no inviable.

Es inevitable notar que estos autores tuvieron influencia sobre el frabajo de
Nurske. Ofra influencia significativa surge de la mano de Hans Singer (1950) muy
en concordancia también con Hilgerdt(1945). Singer (1950) senalo la
importancia del comercio internacional en el caso de paises subdesarrollados y
los efectos favorables de la elevada productividad en las industrias de
exportaciéon. Por supuesto que Singer contempla el impacto que genera la
inversion de paises mas desarrollados en ofros con menor nivel de desarrollo. Lo
inferesante aqui es que se da lugar, ademds, al debate sobre el efecto de los
“términos del intercambio” (Presbich, 1987). Singer sugiere que existe cierta
ambivalencia entre estos y los paises subdesarrollados. A saber, en tanto los
términos del intercambio resulten favorables, un pais subdesarrollado a pesar de
tener los medios, carece de los incentivos necesarios para la industrializacion
(excepto que intervenga el Estado); por el contrario, cuando no son favorables,
ocurre lo opuesto. Tanto Hilgerdt como Singer ofrecen un enfoque interesante
sobre la cuestidon de la inversidon y el comercio exterior. Estas dos cuestiones han
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dado lugar a un gran caudal de frabajos sobre los efectos del comercio
internacional sobre la inversién, el crecimiento y el desarrollo econdmico.

Rothbarth (1946) por ejemplo, exhibid una opinidn opuesta a la de Hilgerdt. En
uno de sus Ultimos escritos donde compara la eficiencia de la industria
estadounidense y la britdnica, uno de los argumentos interesantes que esboza,
es que se debe tener en cuenta que se dificulta comparar el tamano de sus
mercados sin contemplar antes los costos del fransporte. A partir de esto, exhibid
evidencia que afirma que, Estados Unidos en 1870 poseia un tamano de
mercado menor al britdnico y, a pesar de esto, poseia una eficiencia
relativamente superior. Con lo cual, esto lleva a concluir que el tamano del
mercado no necesariamente determina el nivel de eficiencia.

Por lo pronto, el debate abre grandes interrogantes sobre si el tamano del
mercado es determinante, si el comercio internacional es beneficioso o no, silo
que se necesita es un crecimiento equilibrado o desequilibrado, si es posible la
planificacion por parte del Estado para generar un gran impulso, o si el andlisis
micro-estatico queda obsoleto frente un andlisis macro-dindmico. Como se
puede ver, muchos de estos interrogantes despiertan el interés de este trabajo.

Ragnar Nurske en su docftrina explicita de crecimiento balanceado ofrecié
formas de resolver las dificultades del mercado.

"Dejemos el sistema actual solo, en situacion de punto muerto y de equilibrio a un bajo
nivel. Superpongamos sobre este sistema en punto muerto un segundo sistema
autocontenido o auténomo que proporciona al mismo tiempo mercados y ofertas
adicionales. Creemos este segundo sistema autocontenido dando énfasis al sector que,
en cualquier caso, tendria que expansionarse en el proceso de crecimiento econdmico
y que es también el sector en que proyectos simultdneos pueden apoyarse mutuamente
con la mayor facilidad. La forma en que esto puede realizarse es mediante una ola
simultdnea de nuevas fdbricas, compuestas de tal manera que aprovechan
plenamente las complementariedades y economias externas en el lado de la oferta y
las complementariedades de los mercados en el lado de la demanda." (Nurske, 1954)

Por supuesto que la proposicidn no quedo exenta de criticas, si se piensa en
términos de paises subdesarrollados, no parece sencillo contener un sistema
dentro de otro de forma auténoma. Resulta dificil creer que este nuevo sistema
de mercados adicionales no tenga relacion alguna con el sistema en punto
muerto. La demanda de alimentos se incrementard para la poblacidon que
obtiene una mejora en la renta real, con lo cual es necesario que también se
hagan inversiones en el sector agricola para sostener este incremento adicional.
En ofras palabras, este gran impulso en la industria requiere inversiones a gran
escala en el sector agricola. M. Fleming (1959) se expresd sobre este punto
afirmando que la doctrina de crecimiento balanceado supone una relaciéon
complementaria entre industrias, pero que, esta relacién encuentra su limitacion
en la oferta de los factores, volviéndose competitiva.

Ademds, si un pais es subdesarrollado, dificimente cuente con los recursos
necesarios para hacerse de inversiones de tal magnitud. Contrariomente, si
contara con tal magnitud de recursos necesarios, dudosamente se estaria
hablando de un pais subdesarrollado. Con lo cual, si esto fuese asi, la doctrina
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parece mds una teoria que explica cdémo mantener en movimiento la rueda del
desarrollo de un pais desarrollado, que una forma de escape de este punto
muerto del que se encuentra un pais en subdesarrollo. El desafio esta, entonces,
en lograr hacerse de los recursos necesarios para salir de este punto muerto,
sorteando, ademds, el problema de las inelasticidades del tipo de bienes que
comuUnmente sufren los paises subdesarrollados. Este desafio parece ofrecer
multiples obstdculos que complejizan la idea de planificar un gran impulso en
paises con estas caracteristicas. Pero existen situaciones u oportunidades, en
algun momento del tiempo, que brindan las condiciones necesarias para lograr
el gran impulso, lo importante es, en realidad, poder actuar con rapidez y
estrategia para aprovechar el impulso. Es crucial, ademds, que el impulso se
encuentre balanceado tanto en la oferta como en la demanda. En este sentido
una condicién necesaria para el éxito de esta planificacién, es un marco
institucional robusto y eficiente.

Tanto Young como Rosenstein-Rodan y Nurkse hacen menciéon en su andlisis,
las "economias externas”. En este sentido, esta forma de “economias externas”
parece ser mas amplia que la Marshalliana. Scitovsky (1954) hace una distincion
interesante entre el concepto que se aplica en la teoria del equilibrio y el
utilizado para la industrializacion de paises subdesarrollados. En este segundo
concepto implica el efecto que tienen las acciones de los productores sobre los
beneficios de otros productores. Scitovsky (1954) plantea 3 ejemplos en los que
aparentemente la teoria del equilibrio general es inaplicable a problemas del
desarrollo. Lo importante del aporte de este autor es que logra dejar bien
definida la terminologia de la doctrina.

Finalmente, la formulacion de Nurske queda respaldada por un lado por el
enfoque de comercio internacional de Singer y por otro por la definicion de
“economias externas” de Scitovsky.

Celso Furtado (1954) destaco en principio las buenas intenciones y el esfuerzo
de Ragnar Nurske por su andlisis sobre los problemas a los que se enfrentan las
economias subdesarrolladas. Y en base a esto, esbozo algunos argumentos
interesantes de los que se deberian contemplar debido a la realidad
econdmica y social distinta a lo de los paises desarrollados. En primer lugar, €s
interesante el andlisis sobre el surgimiento de las teorias de desarrollo producto
de las politicas ciclicas y anti ciclicas, y la coordinacion de los elementos
dindmicos del sistema econdmico. Por ofra parte, destaco el aporte de los
modelos de insumo-producto que implican una vision mds clara de las
interdependencias del sistema, y como luego se fueron desarrollando nuevos
trabajos sobre la dindmica econémica por Harrod y Domar, entre otros. Furtado,
en su articulo, encuadra la teoria de Nurske sobre desarrollo econdémico en una
del tipo Schumpeteriana. Remarco, ademds, que el aspecto cenfral de la
doctrina es el limite que implica la dimension del mercado. En este sentido,
Furtado minimizo el problema que puede generar este aspecto como
desestimulo de la inversion. Afirma, ademds, que, si un pais subdesarrollado
pudiera realizar inversiones con vista al mercado externo, este problema no
existiia. Por esto, lo fundamental seria que exista un mercado externo en
expansion.
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Una cita interesante respecto a las “olas de inversion” de Nurske:

"iniciar un proceso de desarrollo con sus propios recursos y por la accidn espontanea de
sUs empresarios es, para usar una expresion corriente, como elevarse uno mismo
tomdndose de sus propios talones" (Furtado, 1954)

Otra de las criticas que merece mencionarse a Nurske surge de un autor mds
confempordneo, Currie (1968) criticd a Nurkse y a ofros economistas del
desarrollo (entre estos los influenciados por el modelo de Harrod-Domar) ya que
se desviaba la atencidn de la dependencia de la inversion de la demanda finall
de los consumidores, ademads de la distinta demanda potencial para los distintos
sectores, entre estas las exportaciones, en diferentes escenarios de politica. A
causa de la excesiva concentracidon en las proporciones de ahorro e inversion
agregadas. Ademdas, Currie argumento que, en el caso de los paises
latinoamericanos, por ejemplo, se podrian haber evitado algunas distorsiones
no naturales que se asociaban al mal manejo de la politica monetaria y los
niveles de inflacion crénicos. Sin tener que atribuir la responsabilidad a los
problemas estructurales o a los términos del infercambio.

En base a Currie (1966), Hirschman (1967) en su tesis argumento que es
preferiblemente mds conveniente utilizar una estrategia de crecimiento
desbalanceado. En su tesis, creia que el recurso mds escaso en estos paises
subdesarrollados era “su capacidad para tomar decisiones”. Ademds, que “su
actividad directamente productiva” era estratégica, y no su “capital social fijo".
Por ende, el sector privado deberia ser estimulado por las tensiones y por las
oportunidades que esta estrategia desbalanceada podia crear.

Lewis (1955) también realizo su contribucion estableciendo ciertas condiciones:

“"Cuando hablamos de la industria y la agricultura creciendo ‘junfos’ o a ‘tasas
apropiadas’ o ‘en balance’, en una economia cerrada, nos referimos a las tasas
determinadas porla propension marginal al consumo de las comunidades. La economia
abierta es mds complicada. Asi, en el mundo real debemos mantener un balance entre
importaciones, exportaciones, indusfria y agricultura y no solo enfre dos de ellas” (Lewis,
1955)

Entonces, una leccidén que se puede aprender de la doctrina del crecimiento
balanceado, es que el incentivo a invertir aumentara mucho con la expectativa
de mayores mercados e ingresos. Por lo tanto, es indispensable que exista una
expectativa de crecimiento real, esto Ultimo seria lo mds efectivo. Para cualquier
programa de desarrollo de algin pais subdesarrollado lo fundamental es crear
una sensacion de confianza de que lo planificado va a efectuarse. Es necesario
transmitir que lo planeado serd efectivo. La formulacién de programas de
desarrollo puede constituir una ayuda en la creacién de dicho movimiento
hacia adelante. El crecimiento balanceado puede jugar un papel en la mejora
de lo que en la teoria del ciclo econdmico es quizds, a veces, denominado
"situacion de confianza econdémica". En términos de Nurske, un punto muerto a
un bagjo nivel de ingresos y mercados puede ser a causa de un excesivo
pesimismo autojustificado sobre los mercados futuros, particularmente en
aqguellos paises donde existe una larga historia de estancamiento o de
dificultades econdmicas. No es tan sencillo, sin embargo, que el optimismo
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excesivo se justifique a si mismo, la limitacién ineludible de los recursos se
encuentra en el camino. Pero ahi donde el pesimismo excesivo, mds que por
una limitacion de los recursos, ha determinado un equilibrio a un bajo nivel, la
doctrina del crecimiento balanceado adquiere considerables méritos tanto
tedricos como prdcticos. Por ofra parte, un mercado externo en expansiéon
puede resultar una pata fundamental si se logra el balance entre este y todos
los demds sectores.

En resumen, luego de esta revision de la literatura, y puesto en debate a los
especialistas. Se puede concluir que la doctrina de crecimiento balanceado
puede resultar un gran instrumento tedrico y prdactico para el crecimiento y el
desarrollo econdmico. Siempre y cuando se cumplan ciertas condiciones que
parecen fundamentales. También se ha visto que encontrar mercados
exteriores en expansion puede resultar una herramienta importante, si se
determinan tasas balanceadas con el resto de los mercados de la economia.
Ademds, pensar en un modelo macro dindmico que contemple el comercio
internacional para dar lugar a trayectorias de crecimiento balanceado entre
las economias, en lugar del tradicional andlisis micro estdtico puede ser una
eleccion acertada.

En lo que sigue, se realiza un breve repaso por el modelo de insumo-producto
de Leontief y su evolucion al plano dindmico teniendo en cuenta la doctrina de
crecimiento balanceado.

4. El modelo dindmico de Leontief
4.1 Modelo de Harrod-Domar

Antes de comenzar a analizar este modelo, merece la pena mencionar sus
antecedentes en el modelo de Harrod-Domar (1939-1946). Estos economistas,
ambos de manera independiente, realizaron frabajos que tuvieron una
vinculacion muy estrecha. Tal es asi, que terminaron siendo considerados en
conjunto. Este modelo buscaba explicar la relaciéon entre la inversion, la tasa de
crecimiento y el empleo para una economia con crecimiento en estado
estacionario.

Los supuestos que caracterizaron este modelo son:

- Produccién de un Unico bien que puede ser utilizado para consumo o
inversion

- Las cantidades de capital y trabajo estdn dadas de manera Unica

- No existen retrasos en las decisiones de consumo, inversion y produccion

- Ahorro e inversion se refieren a ingresos del mismo periodo y estos se
encuentran ya netos de depreciacion

- Por Ultimo, la capacidad productiva de un activo o de toda la economia
es un concepto que se puede calcular

La idea central del modelo plantea que el empleo depende del ingreso
nacional que, a su vez, estd relacionado con la inversion. Cuando se incorpora
la inversion en el ciclo econdmico, no es posible ignorar el crecimiento. Si bien
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para una firma la inversidon puede significar mdas capital y menos mano de obra,
para la economia en su conjunto representara mds capital, pero no
necesariamente menos mano de obra. Si la poblacidn crece a una tasa
constante, seguramente existird una tasa de crecimiento del ingreso que dard
lugar a aprovechar a ambos factores.

Para determinar la tasa de crecimiento que asegura el nivel de pleno empleo,
y dado que el modelo supone cantidades fijas. La funcidon de produccidon para
el Unico bien fiene la forma:

Y= min(£,£)
vV ou

Que es una funcién del tipo Leontief la cual da lugar a un mapa de isocuantas.
Donde Ky L son el capital y trabajo respectivamente, y donde u es el uso de la
capacidad instalada y v es el coeficiente efectivo de capital por unidad de
producto. Si la utilizacion de los factores es eficiente se cumple:

y-K_L
\% u
T K
También significa que: 7 =v

A su vez, también existe una tasa de ahorro constante s. Y una tasa de
crecimiento de la mano de obra n por cuestiones demogrdaficas.

En la Figura 1, se puede observar cobmo queda conformado el mapa de
isocuantas.

Figura 1 — Mapa de isocuantas, utilizando proporciones fijas -
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La tasa de crecimiento del stock de capital queda determinada por:
K1 _
K K &
Por lo tanto, la senda de crecimiento balanceado a esta misma tasa:
ay _dK _ I _
Y K K &

Se sabe que lainversidn debe ser igual al ahorro si se iguala el ingreso con la
capacidad productiva: I =85 =s.Y .

av_s¥_ s _s

Reemplazando: = = =
Y K K/Y v

=8

Si se cumple que: g=—=n
v

Entonces, la senda de crecimiento balanceado es estacionaria. En otras
palabras, todas las variables permanecen constantes en términos per capita.

En este modelo, g,, se interpreta como la tasa de crecimiento que se necesita
para que los empresarios estén seguros que han invertido de manera correcta,
y v, es el stock de capital adicional demandado realmente por ellos.

Por lo tanto debe cumplirse: g, = s

1%

I

Harrod llomo a esta tasa de crecimiento necesaria, g,,, como la tasa de
crecimiento garantizada. Si esta tasa se iguala con la tasa efectiva de
crecimiento g entonces:

Si esta condiciéon se cumple, entonces v = v,., con lo cual esto garantiza que los
empresarios queden satisfechos con sus decisiones. Asi, los empresarios
adoptaran una posicidn para seguir creciendo a la misma tasa en el futuro.

Sin embargo, dado que existen varios pardmetros dentro del modelo que son
determinados de forma independiente, rara vez se podrd observar esta
equivalencia. La tasa de ahorro s esta determinada por las preferencias, n es
determinada por cuestiones bioldgicas, y el ratio capital-producto v esta dado
por la tecnologia. Normalmente la equivalencia no solo no se cumple, sino que
divergen.

. . S S
Por ejemplo si: g=—>g, =—
\% v
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Entonces, los empresarios observaran que v <wv,, 0 sea que el incremento
efectivo del stock de capital es menor al necesario. Con lo cual habrd estimulo
para realizar inversiones adicionales. Matemdaticamente, la tasa de crecimiento
efectiva seguird siendo mayor que la garantizada. Esto provocara una
permanente expansion. Sila relacion fuese a la inversa, sucederia lo opuesto.

En otras palabras, esta condicién de equilibrio vuelve al sistema altamente
inestable y es lo que la teoria econdmica denomina el “filo de la navaja”, ya
gue el equilibrio se encuentra entre una sobre o sub expansidon creciente. Si las
magnitudes de los pardmetros se alejan del centro exacto, esto tendrd
consecuencias como por ejemplo un desempleo creciente o una inflacion
prolongada.

Finalmente, los autores concluyen que en general, no es posible una tasa de
crecimiento continuo con pleno empleo. Ademdas, las economias de mercado
son inherentemente inestables.

Por supuesto que estas conclusiones han recibido algunas criticas. Solow, por
ejemplo, considero que la oposicion fundamental entre tasa garantizada vy
efectiva prescinde de los coeficientes fijos para la produccién. Si se abandonara
este supuesto, esta nocion de filo de la navaja para el balance inestable
desapareceria al mismo tiempo. Solow considero, ademds, que este modelo de
Harrod-Domar analiza problemas de largo plazo con herramientas de corto
plazo. De aqui que surgen modelos mds elaborados.

Asi, luego de un breve repaso de este modelo, se interpreta que la idea de
dinamizacion del modelo de Leontief proviene, en principio, del modelo de
Harrod-Domar. De aqui que la suposicion de coeficientes fijos de capital es
esencial para el modelo dindmico.

4.2 Modelo dindmico de Leontief: Gran parte de esta revision fue extraida del
libro de Akira Takayama (1985).

Leontief, economista estadounidense nacido en Rusia. Fue autor de un trabajo
gue lo hizo merecedor de un Nobel en el ano 1973, que se enfocd en el andlisis
de insumo-producto. En este sentido, esta matriz de insumo-producto describia
el flujo de bienes y servicios entre diferentes sectores de una economia. Ya sea
nacional o regional, y buscaba medir la relacion entre las industrias dentro de
esta economia. Este tipo de técnica fue muy utilizada por grandes empresas y
organismos gubernamentales como mecanismo de optimizacion.

En linea con esta idea, este modelo dindmico que se analiza a continuacion es
una extensidén natural de su modelo estdtico de insumo-producto. Y como en el
caso estdtico, la interaccién de equilibrio general entre las distintas industrias de
una economia explicitamente se ha tenido en cuenta. Al igual que el modelo
estdtico, el modelo dindmico también se utiliza ampliamente para determinar
la estructura industrial de determinadas economias, con fines de prevision,
planificacién, etc.

Desde el punto de vista tedrico, este modelo puede considerarse un caso
especial del modelo de Von Neumann (1937), en el que sélo hay un proceso de
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produccion disponible para cada bien (el "supuesto de coeficiente fijo") y no se
permite ninguna salida conjunta, excepto que los bienes de capital pueden
considerarse como salidas conjuntas en el sentido de que se transfieren de un
periodo a otro.

El supuesto de coeficientes fijos, a pesar de ser de gran utilidad empirica puede
resultar muy rigido, y esto trae aparejadas algunas dificultades tedricas para el
modelo dindmico. Una de estas dificultades, y tal vez la mds importante, es la
indeterminacién causal. Matemdticamente quiere decir que, a menos que el
vector de produccion y el vector de existencias iniciales se encuentren en una
determinada recta desde el origen, puede ocurrir que la produccion vy las
existencias de al menos un bien se vuelvan negativas para un valor t

suficientemente grande.

Se han realizado varios intfentos para rescatar este modelo dindmico de esta
dificultad. Un concepto Util en este sentido resulta ser el de "estabilidad relativa”,
desarrollado por Solow y Samuelson (1953). Es decir, si las matrices de
coeficientes A y B satisfacen ciertas condiciones (luego se hard una
correspondiente definicion de estas matrices), existe una trayectoria de en la
que todas las producciones (0 existencias) crecen al mismo ritmo, de manera
que entre la produccion (o stock) de la senda de crecimiento balanceado y la
produccion (o stock) real de cada bien, converge a una determinada
constante positiva, a medida que el tfiempo se extiende sin limite,
independientemente de la configuracion inicial de la produccion y las
existencias. Esto resulta muy importante para el modelo de trabajo realizado.

El estudio de este comportamiento puede expresarse como un sistema de
ecuaciones en diferencia de primer orden, lineales y homogéneas de la forma:

X, =M -Xx,

Donde M esunamatrizdenxn,y x, (y x

t+1

) es un n-vector.

En el modelo dindmico (cerrado) de Leontief, resulta que M se escribe como
M =I1+B"'(I-4)

Una condicién necesaria y suficiente para la estabilidad relativa del sistema, fue
descubierta por Tsukui (1961). Este afirma que el sistema anterior es
relativamente estable, si y sélo si, existe un entero positivo m tal que M™ >0.
Entonces por iteracion se llega a:

x =M"x

t 0

Por lo tanto, para un t suficientemente grande (por ejemplo, m), la producciéon
de cada bien se vuelve positiva independientemente del punto inicial, x, >0.

Lo interesante de este resultado es que, un sistema de ecuaciones en diferencia
de la forma x,,, = M -x, puede aparecer en muchos campos de la economia

distintos al sistema de Leontief. Con lo cual, podrian existir infinidad de
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aplicaciones potenciales. Este es un gran motivo de inspiraciéon para este
trabajo, el cual busco tomar parte de este resultado y ponerlo en practica.

Volviendo al sistema dindmico de Leontief, si se supusiera, por ejemplo, que las
matrices de coeficientes A y B son tales que no se tiene estabilidad relativa.
Entonces se vuelve al problema de la indeterminacion causal. En general, no
hay nada que garantice la estabilidad relativa del sistema. La respuesta a esta
cuestion de la indeterminacion causal en estas circunstancias genéricas puede
buscarse desde dos direcciones. Una es convertir el modelo dindmico
(determinista) de Leontief en un modelo de planificaciéon, en cuyo caso el
problema de la indeterminacion causal puede evitarse trivialmente
infroduciendo explicitamente la no negatividad de los vectores de produccion
y los vectores de stock (para todo t) en las restricciones. La parte no trivial de
este procedimiento de conversidon es cambiar las igualdades del sistema de
Leontief por desigualdades.

El procedimiento para convertir el modelo determinista de Leontief en un
modelo de planificacion para evitar el problema de la indeterminacion causal,
fue desarrollado por Solow (1959). Dado que las matrices de coeficientes Ay B
se fijan de manera que el sistema es lineal, Solow obftuvo un modelo de
programacioén lineal. Considerando entonces el problema dual de este modelo
de programacion lineal e interpretando las variables duales como variables de
"precio”, obtuvo un resultado notable: la implicacion del precio del sistema de
output del modelo dindmico de Leontief.

Por otro lado, si se preserva la linealidad en el sentido de la homogeneidad lineal
de los procesos de produccion, todavia se puede evitar el problema de la
indeterminacion causal introduciendo explicitamente algin tipo de "no
linealidad" en el sistema. Segun Akira Takayama (1985) se pueden distinguir 3
tipos de “no linealidad” para evitar la indeterminacion causal.

(i) Permitir sustitucion de factores en los procesos de produccion. En este caso,
las a@, b en las matrices A y B ya no son fijos, sino que son funciones de los
precios.

Ademds, se puede infroducir la mano de obra en este mecanismo de
sustitucion.

(ii) Permitir la sustitucidon de la demanda (del consumidor). En el modelo
dindmico habitual de Leontief el vector de demanda final ¢, estd dado
exdbgenamente; pero se puede permitir que dependa de los precios.

(i) Infroducir un "piso" y un "techo", tal como Hicks (1950) los introdujo en el
modelo de ciclo econémico de Samuelson. Como observé Goodwin (1951),
esto equivale esencialmente a introducir la no linealidad en el sistema.

Por ejemplo, si el stock de un determinado bien se desacumula en un periodo(s)
determinado(s) (muy cercano a cero) entonces la escasez de este bien
provocaria, en general, un aumento de su productividad marginal y/o un
aumento de su ufilidad marginal. Esto aumentaria la demanda del bien,
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aumentando asi su precio. Esto, a su vez, provocaria un aumento de la ofertq,
lo que evitaria que el stock del bien se desacumulara a cero.

Por ofro lado, el hecho de que el trabajo pueda introducirse en el mecanismo
de sustitucion del productor en (i) tiene otra implicaciéon importante en el sentido
de que evitard otra dificultad mayor en el modelo dindmico de Leontief con
coeficientes fijos. A continuacion, se discute esta dificultad. En condiciones de
pleno empleo del capital, el vector de produccion x, puede seguir la ley del

movimiento descrita por un sistema de ecuaciones en diferencia como:
X, =M-x +d,

Donde d; se da exdgenamente por la demanda final en el modelo abierto en
el que el trabajo se infroduce de forma explicita. Mientras exista una relacion fija
entre el insumo de frabagjo y la produccion de cada de cada bien, el
movimiento de x, determinard de forma Unica la necesidad de mano de obra

en la economia.

Por otfro lado, sea L; suponiendo que este no se corresponde con la oferta de
empleo. Entonces no existe ningun mecanismo en el sistema dindmico habitual
para eliminar la diferencia con la oferta de frabajo.

Por ejemplo, suponiendo que la oferta de trabajo estd dada exdbgenamente por
la poblacién y crece de forma proporcional:

L=L,-(1+n)
Ademds, suponiendo que la produccion queda determinada por:

X, =M-x +d,
Viene dada por: X, (I+p) +K , donde K es una constante

Enfonces se tiene un desempleo creciente de la mano de obrasi n> u . Si por el
confrario se fiene que n< u , entonces este sistema productivo no tendria

sentido para tal crecimiento de la produccidén es imposible debido a la
restriccion laboral. Esta dificultad puede evitarse intfroduciendo la mano de obra
en el mecanismo de sustitucion del productor. En ofras palabras, si la mano de
obra crece mds rdpido de lo que se necesita, el precio de la mano de obra
bajard y fomentard el uso de la mano de obra en la produccion frente a ofros
factores. Esto, a su vez, aumentard la necesidad de mano de obra. En otras
palabras, los coeficientes de trabajo (las cantidades de trabajo necesarias para
producir una unidad de cada bien) no son constantes fijas sino funciones de los
precios.

Morishima (1958) introdujo la no linealidad del tipo (i). Sin embargo, parece que
se equivoco por su deseo de obtener el teorema de sustitucion para el sistema
dindmico de Leontief. Se preocupd por reducir la no linealidad a la linealidad
argumentando que sdlo se elegird un conjunto de valores de los al), )
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independientemente del valor de la demanda final, mds que con el problema
de la indeterminacion causal per se.

A pesar de su dificultad para establecer el teorema de sustitucion para el caso
dindmico, su intento de construir el modelo dindmico de Leontief con un
reconocimiento explicito de la sustitucidn del productor y de demostrar la
existencia y la unicidad de los valores de equilibrio de las variables fue muy
importante. Ademds, su modelo tiene una caracteristica interesante, ya que su
fratamiento de los precios y el supuesto de Solow sobre los precios representan
dos supuestos polares en el fratamiento de los precios en el modelo dindmico
de Leontief. Después de todo, el problema de encontrar un sistema de precios
adecuado para el modelo dindmico de Leontief no es facil.

“El lado de la valoracion del precio del sistema dindmico de Leontief ha sido
bastante descuidada. Hasta donde yo sé, una historia completa de la literatura
sobre este tema puede darse en un pdrrafo” (Solow, 1959)

Esto se debe a la razén obvia de que en el modelo de Leontief no hay de la
sustitucion del consumidor y del productor, en la que los precios pueden
desempenar un papel fundamental. Como ya se ha comentado, la sustitucion
del consumidor se descuida debido al tratamiento exdgeno de la demanda
final, y la sustitucion del productor no se tiene en cuenta debido a los
coeficientes fijos. Sin embargo, no es correcto decir que no hay formacién de
precios en el sistema dindmico de Leontief. Se puede seguir la implicacion
l6gica del modelo tal y como estd suponiendo que cada mercancia es
evaluada por determinados precios de forma sistemdatica y preguntando cudles
son las implicaciones de dicha evaluacion. En la literatura, dos ejemplos de
sistemna de precios en el marco de la competencia son bien conocidos: el
sistema de Solow y el sistema de Morishima.

Anteriormente se han mencionado las bondades del sistema de coeficientes
fijos o de linealidad estricta para fines empiricos. Aungque también se menciond
que presentan algunas dificultades para el plano tedrico debido a su rigidez. Sin
embargo, aunque puede resultar de gran utilidad, es a pesar de todo, una
aproximacion lineal de un sistema que no lo es. La dificultad que plantea la
indeterminacién causal parece ser la de estirar las propiedades que pueden
mantenerse sélo localmente (es decir, enla vecindad en la que la aproximacién
lineal es una buena aproximacion) a un dominio global que es inevitable a
medida que ¢t — . Dicho todo esto, se infroduce el modelo dindmico de
Leontief.

4.3 The ouput system

Sea x, un n-vector cuyo i-esimo elemento es x”, la produccién del i-esimo bien
en el periodo 1. Sea Az[a("f')]uno matriz de n x n, en la que a'” denota la

entrada actual del i-ésimo bien utilizado por unidad del j-ésimo bien. Ademds,
sea B =[b(’7>] también una matriz de n x n, donde b indica la cantidad del i-

ésimo bien invertido en la j-ésima industria para aumentar la produccién de esa
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industria en una unidad. Y sea ¢ la demanda final (como la demanda de

consumo) deli-ésimo bien en el periodo t. Entonces, la demanda total deli-ésimo
bien en el periodo t es:

n n
Za(y)xt(/) + Zb(ll) I:xz(il) _xt(J) :I + Et(l) (O.] )
J=1 J=1

El segundo término de esta expresidon puede entenderse suponiendo que la
produccion de cada bien requiere un stock de bienes (como el "capital”) asi
como insumos corrientes (como las "materias primas"). En otras palabras, si se
supone que, en la produccién de una unidad del j-esimo bien, son necesarias
b unidades del stock j-esimo bien como un bien de capital. Sea K la

cantidad de existencias del i-ésimo bien necesario como capital en la j-esima
industria en el periodo t. Entonces, se tiene:

pxD = K (0.2)

Sea K}” el stock total del i-ésimo bien requerido como bien de capital en la
economia en el periodo 1, es decir: K/’ =>" K" Por (a.2) enfonces se tiene

que:
KO = z": B (.3)
=l

Si se supone que el capital es libremente transferible de una industria a otra, y
ademds que también el pleno empleo del capital, de modo que K’ en (a.3)

también denota la oferta del i-ésimo capital asicomo su demanda (i = 1,2, ..., n).

Enfonces:

n

1{([) _ AK}” _ Kt(+)1 _ Ktm _ Z pi [ ) _ xfj)] (a.4)

t+1
J=1

Donde I es la cantidad del i-ésimo bien demandado (y suministrado) con
fines de "inversion”.
La expresion (a.1) puede interpretarse como:

(demanda como insumo actual) + (demanda de inversién) + (demanda final)
del i-ésimo bien.
Dado que x” denota la produccién deli-ésimo bien en el periodo 1, la relacion

bdsica de equilibrio oferta = demanda para el i-ésimo bien puede escribirse
como:

t t+1 t

n n
‘xt(l) _ Za(lj)x(ﬂ + Zb(y) I:x(J) _x(j):|+ Ez(l) (0.5)
J=1 Jj=1
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O en forma de matrices:

X, =A-xt+B-[x

+1

x,]+¢, (a.6)

t

Donde ¢, es un n-vector cuyo i-ésimo elemento es ¢ . Para simplificar un poco
mds la notacion se puede reescribir (a.6) teniendo en cuenta que:

K, =B-x,
Y que AK, =K, - K,
Asi entonces: x,=A-x,+AK, +c, (a.7)

En este caso se supone la libre transferencia y el pleno empleo del capital. La
ecuacion (a.5) o (a.6) [ o (a.7)] denota la ecuacién basica de produccion del
sistema dindmico de Leontief. La matriz A se denomina matriz de coeficientes
de insumo actual y la matriz B se denomina matriz de coeficientes de capital.

El objetivo ahora serd estudiar el comportamiento de x, a lo largo del tiempo,
tal como se describe en la ecuacion (a.6).

(s.1) a”? >0y b >0 paratodoi,j =12,..,n, vy los a”sy los b5 son
todas constantes a lo largo del tiempo. La constancia de a®), b significa que
no hay progreso tecnoldgico.

Como se ha senalado anteriormente, el sistema anterior del modelo dindmico
de Leontief puede considerarse un caso especial del modelo de crecimiento de
von Neumann en el que sélo hay proceso de produccion en cada industria
("coeficientes fijos") y la produccidn conjunta sélo se permite en el sentido de
gue cada proceso de produccion utiliza existencias de bienes que se transfieren
de un periodo a ofro.

Para facilitar el andlisis posterior, se impone el siguiente supuesto:
(8.2) La matriz B es no singular
Entonces se puede escribir (a.6) como:
X, =[I+B'UI-A4)]x-Bg (0.8)
Donde I es la matriz identidad con n dimensiones

Ahora se limitard la atenciéon al sistema dindmico cerrado de Leontief. Con lo
cual ¢, =0V t. Asi, se reescribe (a.8) como:

X, =[1+B(I-4)]x, (0.9)

O, lo que es lo mismo que:

X, =M-x, donde M=[I+B'(I-4)] (a9
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Por lo tanto, se trata de un sistema de n ecuaciones en diferencias de primer
orden, lineales y homogéneas con coeficientes constantes. Si ahora se supone
que 4, es un valor propio de M; entonces se sabe que la siguiente es una

solucién particular:
X, =2'x" (@.10)

Donde x" es vector propio asociado con 4.. Que ésta es una solucion de (a.9)

puede comprobarse facilmente sustituyéndola en (a.9) y observando que (a.9)
se reduce a una identidad. Si todos los valores propios de M son distintos,
entonces las n soluciones particulares en la forma de (a.10) (i = 1,2,...,n) son
linealmente independientes, y la solucion general de (0.9) se puede escribir
como:

X =hA'xY ot b A X (a.11)

Donde hy,h,,....h, estdn determinados por las n condiciones iniciales (de

contorno). El hecho de que ésta sea una soluciéon de (a.9) puede comprobarse
facilmente observando que (a.11) reduce (a.9) a una identidad.

En general, las 4 's son nUmeros complejos y las x* 's pueden contener

elementos negativos, por lo que la solucidén (a.10) puede no tener ningun
significado econdmico. Sin embargo, si se supone que uno de los valores
propios (por ejemplo, 4,) es un nimero positivo (real), con un vector propio

positivo asociado a él, ejemplo x> 0. Entonces una solucién:
x; = A/x" (@.12)

En este caso tiene sentido econémico, porque quiere decir que si el vector de
produccién inicial, x,, de la economia es x" (o su multiplo positivo, por ejemplo,

hx"), entonces la economia es capaz de obtener "crecimiento balanceado”
(a la tasa de 4,) para A4, >1, o “confraccion balanceada” para 0 < 4, < 1.

Entonces a la senda de (a.12) se la denomina simplemente como senda de
crecimiento balanceado o soluciéon de crecimiento balanceado. Esta es una
conclusion interesante, ya que si el vector de salida inicial x,es x o su multiplo

constante (positivo), entonces, en la economia en la que se cumple (a.9) , la
produccién de cada bien crece (o decae) al mismo ritmo 4, . Este es un

resulfado fundamental para el modelo realizado.

Una pregunta natural que se desprende de esta consideracion es: 3Cudles son
las condiciones que garantizan la existencia de un valor propio positivo 4, y un

vector propio positivo x" asociado a él2. Una idea inmediata al respecto es
considerar el caso en que M es una matriz no negativa. Porque si M es una matriz
no negativa indescomponible, entonces, debido al teorema de Frobenius
(véase teorema n°1 apéndice A), existe un valor propio positivo (lamado raiz de
Frobenius) y un vector propio positivo asociado a ella. Es decir, simplemente
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tomando la raiz de Frobenius como 4, y el vector propio asociado como x",
entonces se tiene una solucion de crecimiento balanceado, (a.12).

Sin embargo, existe una dificultad bdsica, a saber, la cuestion de cémo se
puede garantizar que ME[IJFB*I(I—A)] sea una matriz no negativa. En

general, M no serd no negativa.

Sin embargo, el hecho de que M no sea una matriz no negativa puede no excluir
la posibilidad de que el sistema de ecuaciones en diferencia, (a.9), contenga
una solucién de crecimiento balanceado. Por lo tanto, se desea encontrar un
conjunto de supuestos plausibles bajo los cuales existe una solucidon de
crecimiento balanceado de (a.9). Para esto, si se supone primero que la matriz

[I—A] tiene una diagonal dominante, es decir:

(8.3) Entonces 3x>0,xeR"talque (/—4)-x>0

Entonces, utilizando ofro de los teoremas de Frobenius (teorema n°2 en
apéndice A), se puede concluir que [/ - 4] es no singular, y que [1— 4] >0.

Como B >0 por (S.1), [I—A]_' -B también es no negativo. Si, ademds, A es

indescomponible, [I—A]fl > 0 por lo que [I—A]fl-B>0 en vista de la no

singularidad de B.

Pero A puede no ser indescomponible, por lo que simplemente se supone que

(s.4) []—A]_1 -B es indescomponible

Enfonces, debido al teorema n°1 de Frobenius, existe un valor propio mdaximo
v>0 con el que se asocia un vector propio positivo x > 0. En otras palabras:

[1-4]" % =% (@.13)
Donde v>0 A X >0

Entonces, p=1/v esun valor propio de B~ -(I — A) y su vector propio asociado
es X,yaque B'(I-A4)-Xx=(/v)x por (a.13). Por lo tanto:

(+p)x=[I1+B'(I-A)]-x=M-% (a.14)

Como 1+ p>0AXx >0. Esto resulta interesante, porque se obtiene el resultado

deseado. A saber, un valor propio positivo de M y un vector propio positivo
asociado a él. Asi, se establece que si A=1+pAax' =X, la economia es capaz

de un crecimiento balanceado en la forma de (a.12), incluso si M no es no
negativo. Es decir:

x =(+p)x (a.15)
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Lo que interesa de aqui en adelante es el cardcter de largo plazo del
movimiento de x,, la solucién de (a.9), cuando se parte de un vector inicial

dado arbitrariamente x, en lugar de uno particular como x (o x). Por esto,

resulta importante el concepto de estabilidad relativa que se desarrollara a
confinuacion.

Estabilidad relativa: Sea x,,, =M -x, un sistema de ecuaciones en diferencia

donde M es una matriz constante n x n. Si se supone que x, =A'x>0, es una
solucién particular de este sistema de ecuaciones en diferencia. Sea x, una
solucion de este sistema a partir de un vector inicial arbitrario x, > 0. Entonces

la solucidn de crecimiento balanceado x, se dice que es relativamente estable
Si:
2(1)
.X
lim— o (a.16)

W
t—0 xt

Existe tal que 0<o <o, o es independiente de i, donde i representa el i-
esimo componente.

OBSERVACION 1: El concepto de estabilidad relativa es realmente
independiente de si el movimiento de x, se describe mediante un sistema de

ecuaciones lineales en diferencias como (a.9). Esencialmente, si x, se comporta
segun una determinada ley de movimiento (que puede ser cualquiera)
partiendo del valor inicial x,, y si existe una trayectoria de referencia x,* (por
ejemplo, xt* =A'X), que es positivo para todo 1, entonces la definicion como la

descrita por (a.16) se mantiene.

OBSERVACION 2: Una de las caracteristicas cruciales del concepto de
estabilidad relativa es que %, puede partir de cualquier punto inicial arbitrario.

Es decir, independientemente del valor inicial x,, la relacion (a.16) se mantiene
si x, es relativamente estable. Por ejemplo, si se supone que, x, Yy fcor son dos

soluciones que parten de %, vy )200 ., respectivamente, tales que x, >0Vt .

A

Entonces se observa que z/x" = [fcfj’/ x:(”}/[;@(” /xf“’] , se puede concluir que

si existe una senda de crecimiento balanceado x, >0 que es relativamente

estable, entonces lim[fcg’;)/it”)} converge a una constante que es

11—

independiente de i.
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Si la configuracion relativa de las producciones iniciales (o del stock inicial de
bienes) no coincide con la de cualquier trayectoria de crecimiento balanceado
posible de la economia, entonces la frayectoria de crecimiento puede llegar a
una situacién en la que la produccion (y el stock) de al menos un bien sea
negativo. Si esto ocurre, entonces se dice que se tiene indeterminacion causal.

Es evidente que esta posibilidad de indeterminacion causal socava seriamente
el modelo dindmico de Leontief. Obsérvese también, que sila economia posee
una senda de crecimiento balanceado que es relativamente estable, entonces
no hay indeterminacién causal en dicha economia. Este hecho es sumamente
importante. En la Figura 2 se hace una ilustracion del concepto de estabilidad
relativa. En este sentido, se puede observar coémo x, se aproxima

asintéticamente a la frayectoria de crecimiento balanceado.

x(2)
X;
X2 &
o /
.
Xy /X2
¥
X
o e
. %
é .
Xo
0 x (D

Figura 2 - llustracion sobre estabilidad relativa -

La estabilidad relativa resulta un factor importante para garantizar una senda
de crecimiento balanceado, y asi evitar la indeterminacién causal. Como se ha
visto anteriormente, la indeterminaciéon causal puede generar grandes
problemas en el modelo dindmico de Leontief. Asi, el fendbmeno de la
indeterminacién causal genero cierto planteo sobre la siguiente cuestion:

sBajo qué condiciones se puede garantizar la existencia de vectores de
produccién y existencias no negativos, x, A K, V¢, que satisfagan un sistema de
ecuaciones en diferencia como (a.9)2

Esta pregunta, en cierto sentido, se asemeja al problema de Walras-Wald (1954)
de la existencia de un equilibrio competitivo como solucién de un sistema de
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ecuaciones simultdneas. Desde este punto de vista, una forma de resolver este
problema puede resultar de permitir desigualdades en el sistema.

Un breve resumen de esta técnica que también es ofra alternativa de
planificacion. Solow (1959) investigo sobre esto y planteo el siguiente sistema en
lugar de (a.7):

x,=A-x,+AK, +c,
K, 2B-x,,con x,,K, >0

Lo importante de esto es que las desigualdades se introducen como, K, > B-x,.

Esto, por supuesto, significa que se permite la posibilidad de que la produccién
no utilice toda la capacidad disponible; es decir, puede existir un exceso de
capacidad. La introduccion de estas desigualdades relaja la "estrechez" del
sistema de igualdad original como (a.7) y (a.9). Sin embargo, ya no se puede
definir una tfrayectoria de output Unica x, (y una trayectoria de existencias K, )

como solucion de un sistema dado de ecuaciones en diferencias como (a.9).
En cambio, en este modelo de inecuaciones las relaciones solo definen una
trayectoria “factible” de un vector de output y un vector de existencias. Es
evidente que pueden existir infinidad de x, y K, que safisfagan estas

relaciones. Incluso si las condiciones iniciales estdn dadas de manera Unica.

En resumen, el trabajo de Solow propone resolver esta cuestion a través de un
mecanismo de optimizacion. En ofras palabras, como un problema de
programacioén lineal. Bajo este modelo surgen variables duales que juegan el
papel de los precios en el mecanismo competitivo. Los valores de las variables
duales pueden calcularse explicitamente resolviendo el problema de
programaciéon lineal dual. En resumen, el problema de la indeterminacion
causal puede evitarse simplemente convirtiendo las igualdades en
desigualdades, es decir, permitiendo el exceso de capacidad del capital junto
con la restriccion de no negatividad.

Es necesario aclarar nuevamente que este es un modelo de planificaciéon y no
un modelo descriptivo de una economia. Aungue puede interpretarse como
una "frayectoria optima" generada por un mecanismo "competitivo”, no
describe el mecanismo ni el equilibrio de una economia dindmica competitiva.

Sin embargo, si el estudio se basa en el fratamiento de un equilibrio competitivo
(estdtico) en términos de programacion lineal (con el teorema de la dualidad)
de Kuhn (1956), se podria disenar un modelo para una economia dindmica
competitiva, utilizando el modelo de planificacion anterior, y demostrar varias
propiedades del modelo, como la existencia, etc. En otras palabras, se podria
considerar el modelo de planificacion anterior como parte de un modelo
descriptivo.

Por ofro lado, existe otra via posible de desarrollo en el modelo de planificacion
anterior, y es la de abandonar el supuesto de los coeficientes fijos y permitir
varios procesos de produccion para la produccién de uno o mas bienes, pero
conservando el cardcter bdsico de planificacion del modelo. Una cuestion
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natural que se plantea entonces es la de las caracterizaciones de la "trayectoria
Sptima". Algunos autores que se han encargado de trabajos de investigacion
en este campo como por ejemplo Gale (1967). Sin embargo, no se ahondard
en este campo ya que excede el espiritu de este trabajo.

En resumen, se han visto los origenes del modelo, y gran parte de las bondades
y consecuencias de las técnicas utilizadas en el modelado dindmico. Como se
ha visto, ademds, en capitulos anteriores, surge la necesidad de pensar en un
modelo macro-dindmico, en lugar de uno micro-estdtico. Utilizar entonces un
sistema dindmico y en este caso discreto, mdas especificamente de ecuaciones
en diferencia, despierta gran inspiracion para estudiar los pros y confras del
comercio intfernacional y el crecimiento balanceado. La idea principal es,
tomando un poco el debate de capitulos anteriores sobre los beneficios del
comercio internacional, entender la economia internacional como un sistema
que de sinergia al crecimiento en simultaneo y se puedan obtener resultados
6ptimos para economias estratégicas. Y en este sentido, se realizdé un estudio
dindmico del comportamiento de estas economias que pueden resultar
estratégicas en términos de sociedad comercial. En resumen, el contenido de
estos capitulos son motivo de gran parte de la inspiracién del trabajo realizado.
A continuacion, antes de desarrollar el modelo, una seccién mdas técnica sobre
las herramientas matematicas necesarias. A saber, se hace una infroduccion a
sistemas dindmicos discretos, especialmente auténomos, y su andlisis a lo largo
del tiempo.

5. Sistemas dindmicos

Principalmente, los sistemas dindmicos pueden dividirse en dos grandes clases,
continuos y discretos. La principal diferencia radica en como varia el tiempo en
cada uno de ellos, donde literalmente uno tiene una variacion de tiempo
continua mientras que la otra clase da saltos discretos entre periodo y periodo.
En el caso de los sistemas continuos, estos se expresan con lo que se denominan
ecuaciones diferenciales. Y en el caso discreto, se utilizan ecuaciones en
diferencia. Como ya se sospechard debido a la reiterada mencidn en los
anteriores apartados, el enfoque del trabajo se hizo con este Ultimo tipo, o seq,
el caso de sistemas dindmicos discretos.

A pesar de que existan ciertas diferencias conceptuales que distinguen un
modelo dindmico continuo de uno discreto, existe una estrecha vinculacion
entre ambos. En partficular, muchos aspectos del modelo continuo pueden ser
estudiados a fravés de una versidn discreta que se suele denominar “mapa de
Poincaré” (1892). Si se representa una evolucién temporal de un sistema de n
grados de libertad en un espacio de fases con n dimensiones se puede hallar
una trayectoria. Ademds, también es posible hallar una hipersuperficie que
contiene n-l1dimensiones y que se corta varias veces por la trayectoria. Este
conjunto de puntos de interseccion se suele denominar orbita. De aqui surge
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que la relacién iterativa entre estos puntos constituye este “mapa” que da lugar
al sistema dindmico discreto.

Por otra parte, también es importante intfroducir una sub-categorizacion dentro
de cada caso, que luego se ahondara mds en profundidad en cada uno de
ellos. A saber, estos sistemas dindmicos se pueden clasificar, ademds, como
autéonomos y no auténomos (esto tfambién aplica en el caso continuo). En otras
palabras, lo que diferencia esta clasificacion es principalmente si la variable
tiempo se expresa de manera explicita en la ecuacién o no. Esta diferencia por
tan sutil que parezca, implica que el fratamiento del modelo sea muy diferente
al caso auténomo.

Entonces, un sistema auténomo se define en un campo vectorial que no
depende explicitamente del tiempo. Por lo tanto, se puede considerar un
instante inicial ¢, =0 de manera arbitraria. Ademds, sus coeficientes son

constantes. En el caso no auténomo, por el confrario, el campo vectorial si
depende del tiempo. Y en este caso a diferencia del sistema autbnomo, el
instante inicial no puede determinarse de manera arbitrariac como cero. Y,
ademds, en este caso los coeficientes no son constantes, sino que dependen
precisamente del tiempo. Con lo cual, su solucidén no es tarea sencilla.

5.1 Sistemas dindmicos discretos

Como ya se ha mencionado, los sistemas dindmicos discretos estdn definidos
por un mapa discreto f:R" -5 R", y su evolucion se rige por ecuaciones de

recurrencia que se expresan de forma vectorial. Asi, si se aplica un mapa de
manera iterativa a partir de una condicidén inicial, se obtiene esta secuencia de
puntos en el espacio R" que se mencionaba anteriormente. Cuando se habla
de resolver un problema dindmico, lo que se pretende es encontrar una
trayectoria de tiempo a partir de un patron dado en el cambio de una variable
con el tiempo (en este caso discreto), la principal diferencia en este caso es
que, este patréon de cambio a diferencia del caso continuo representado por
derivadas del tipo dy/ dt , es representado por un cociente en diferencias como

Ay / At . Sin embargo, en este caso ¢ solo puede adoptar valores enteros, por lo
que At =1. Asi, el coeficiente puede simplificarse sencillamente como, Ay, esto
eslo que se denomina como “primera diferencia”. Por ejemplo, puede escribirse
la siguiente expresion como una primera diferencia de y: Ay, =y,,, —»,. Como

se puede observar, esto es lo que da origen a lo que se denominan ecuaciones
en diferencia.

Las ecuaciones en diferencia pueden resultar de diferentes caracteristicas, las
hay del tipo homogéneas y no homogéneas, como también lineales o no
lineales, o autbnomas o no autdbnomas. Ademds, pueden tener también
caracteristicas de orden, como ser de primer o segundo orden; o de orden n o
superior.
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Por ejemplo, una ecuacion lineal homogénea de primer orden es aquella que
puede escribirse como:

X, =a-x,=x, —ax, =0, seasume ademds que a #0

Por ofra parte, el caso no homogéneo podria ser:
xt+l =da 'xt +g(t) ’

donde la primera diferencia no es igual a cero. Y donde se obtendrd también,
ademds de la solucion homogénea, una solucion particular.

No se hard un desarrollo exhaustivo sobre ecuaciones en diferencia, para mayor
profundizacién se recomienda recurrir a libros de economia matemdtica
infroductorios como por ejemplo Alpha Chiang (2006), u otros mds avanzados
como Simon y Blume (2007) o Akira Takayama (1985).

Finalmente, se puede resumir conceptualmente que lo que se conoce como
sistema dindmico discreto es, en definitiva, un sistema que estd compuesto por
ecuaciones de esta clase, o sea, en diferencias (con cualquier tipo de
caracteristicas de las mencionadas anteriormente).

Los sistemas dindmicos discretos han sido una de las dreas de mayor
importancia para el estudio de comportamientos. Sobre todo, de poblaciones,
como por ejemplo, de determinadas regiones o a nivel global, en grupos o en
determinados periodos de tiempo. Ademds, existen infinidad de factores que
intervienen en este comportamiento, y que resultan de utiidad para
comprender ciertos patrones y/o poder predecir algun destino ulterior. Algunos
ejemplos de estos factores: geograficos, ambientales, sociales, de interaccion o
competencia con otros grupos, de disponibilidad de recursos, del uso racional
de estos, de politicas gubernamentales al respecto, o del grado de desarrollo
de la tecnologia.

Matematicamente:

Una transformacién continua f: X — X en un espacio métrico X define un
sistema dindmico discreto cuando considera sus iteraciones f’=fof
fP=fofof . El objetivo entonces es obtener una descripcidon del
comportamiento de estas iteraciones f* cuando k — .

Por ejemplo, un sistema dindmico discreto auténomo (en este caso), y de primer
orden como X, = f., conun valorinicial X, se puede determinar el valor de

X, mediante este proceso de iteraciéon en donde ' representala composicion

t

de t vecesla funcidon f consigo misma:
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X =T,
_ _ _ 2
XZ _f(Xl) _f(f(xo}) _ﬁxo)

_ _ t
X, = f(f(...f = f(Xo)

(m%))

Se puede observar que este proceso de iteracion hacia atrds se remonta al valor
inicial X;. Como se ha mencionado, interesa fundamentalmente poder inferir
cierto patrén de comportamiento, esto puede resultar Util para poder predecir

gue puede suceder en el largo plazo. Con lo cual es de interés saber que pasa
en el limite:

i £,

>

Para fines ilustrativos, se hard una demostracion de un caso homogéneo del tipo
x,,, =a-x,, con una condicion inicial x,. Iterando se tiene entonces:

X, =a-x,

_ _ 2
X, =a-x,=a -x,

—_— t_
X, =a -x,

Por supuesto este es un ejemplo sencillo, cuando se habla de sistemas con
mayor complejidad compuesto por mds ecuaciones en diferencia se tiene que:

X1 :A'xt

M
'xt
ey
Donde x, es un vector: x, =" y Aesuna matrizcuadrada real de
(m)
t

coeficientes.

En resumen, entonces, para obtener un sistema dindmico discreto se necesitan
dos elementos. Por un lado, un espacio métrico X, donde este conjunto tiene la
forma en la que se pueden medir las distancias. Este conjunto puede
pertenecer, por ejemplo, a los nUmeros reales R, a un plano R?, al conjunto de
nUumeros complejos C, o por ejemplo un intervalo cerrado [0,1].

El ofro elemento necesario es una funcion continua de este espacio métrico X
ensimismo, f: X - X .

Con estos dos elementos se puede definir entonces que, para cada xe X, se
tiene una sucesién de puntos conocida como la “orbita de x bajo f .

La notacién habitual para esta orbita es: o(x, ) ={x, [, o> [y}
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Como se ha mencionado, f'esla composicion de ¢t veces consigo misma que

se denomina iteracion de f: X — X . Se define asi entonces, f°: X - X como
la funcion identidad de X. Lo que se puede interpretar de esta sucesion o(x, f)
es que, para el tiempo =0 la posicion del objeto es x,, en t =1el objeto sufre

un cambio de posicion a f,,, en 1=2 se tiene f, , = /2, y asi sucesivamente.

En la Figura 3 se ilustra un ejemplo de una orbita de x, en una recta real.

£ / o )
o) ~ w 7 Pl

Figura 3 — Orbita de x, en una recta real -

Fuente: Davalos, Lango (2014)

Esta orbita o(x, /). que surge de Xy f, da lugar a un modelo matematico que
es el sistema dindmico discreto.

5.2 Puntos fijos

Una vez definido el concepto de sistema dindmico discreto, se puede haceruna
definicion de un punto fijo. Un punto fijo en un sistema dindmico representa
alguna solucién de este sistema.

Matemdticamente:

Sea f:X — X .Sedice que x, € X esunpunto fijode f si f, =x,.Esta orbita

es una sucesion muy sencilla:
0(xy, [) = {Xgs Xgse0}

Como para cada ¢t se tiene que f(;O) =X,, con lo cual o(x, f)—x,. O seq, en

resumidas cuentas:

lim f(vo)

—

Entonces un punto x” que pertenece a f, serd un punto de equilibrio si x es un

punto fijo de f . En ofras palabras, x* serd una solucién constante.

Grdficamente, un punto de equilibrio es una coordenada de un punto donde
f se intersecta con la recta y=x. De aqui, que uno de los objetivos mds

importantes a la hora de estudiar sistemas dindmicos, es el de observar el
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comportamiento alrededor de una vecindad cercana a estas soluciones o
puntos de equilibrio. Es lo que en la prdctica se denomina, andlisis de
estabilidad.

Un ejempilo:
Sea f:4— A4, donde A es un subconjunto de R. Si x, € 4 es un punto fijo de [,

enfonces (x,, f,,)) =(x,,%,) . Este punfo entonces se enconfrara justo en la

inferseccion entre f ylarecta {(x,y):x=y}.Enla Figura 4 se ilustra a modo de
ejemplo una funcién que contiene 3 puntos fijos.

T2

To

=
ik

Figura 4 — f con 3 puntos fijos —
Fuente: Davalos, Lango (2014)
Los puntos fijos juegan un rol importante en la dindmica. Encontrarlos en
ocasiones no es tarea sencilla. Las funciones que tienen como dominio y
codominio un intervalo, resultan ser muy Utiles para estudiar estas orbitas. Un
intervalo es un subconjunto de una recta real y serd distinfo de vacio. Existen
distinfos tipos de intervalos que se pueden clasificar entre abiertos, cerrados o

acotados. Dado un intervalo, es posible hallar puntos fijos de funciones definidas
en el a través del teorema del valor intermedio.

Recordando el teorema (su demostracion puede verse en Spivak (1999)):

Teorema n°3: Sean A unintervalo en Ry f:4—> A una funcidn continua en A.

Sean ay b dos puntos en A tales que a< b, y sea M € R. Si alguna de las
siguientes condiciones se cumple:

Jiay <M < [

=3¢ a<c<b | f,=M
. f(a>>M>f<b)} «

En base a este teorema se puede postular la siguiente proposicion:
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Proposicion 1:

Sean A un infervalo en Ry f:4— 4 una funcién continua en A. Sea [a,b]un

intervalo contenido en A.
i S fasy c[a,b] = [ tieneun punto fijo en [a,b]

i. Si [a,b]cf([a,b]) = [ tieneun punto fijo en [a,b]

La demostracion de esta proposicion se puede hallar en Davalos y Lango (2014),
aqui basta sencillamente con ver la siguiente ilustraciéon (Figura 5) para captar
conceptualmente que significa.

f([a,b])

Figura 5 —Infervalo [a, b] contenido en fqp)) —
Fuente: Davalos, Lango (2014)

Una vez definido este concepto de punto fijo, es importante comenzar a
determinar cierta clasificacion de acuerdo al comportamiento que lo rodea.

Algunos aspectos resultan intferesantes en el estudio de puntos fijos. Dado que
son soluciones de un sistema dindmico, es importante el estudio del
comportamiento alrededor de su entorno. En ofras palabras, este tipo de
aspectos definen a un punto fijo por las caracteristicas de este comportamiento.
A saber, estos pueden ser del tipo repulsores, atractores o periodicos.

Si un punto fijo es atractor, entonces los puntos cercanos a él tendran orbitas
que convergen a él. Por el contrario, si un punto fijo es repulsor los puntos a su
alrededor se escapardn en un tiempo finito que depende de cada punto denfro
de una vecindad.

Otra aspecto de relevancia es la existencia de una relacion estrecha entre la
derivada de una funcién f en un punto fijox,€ Ay el hecho de que este resulte

atractor o repulsor. Asi, se plantea la siguiente proposicion.
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Proposicion 2 (demostracion también en Davalos, Lango (2014)):

Seax, € Atal que f, | =x,. Ademds, supongamos que f es derivable enx, .

i. Si ‘f'(xO)‘<l, entonces x, es un punto fijo atractor, o asintéticamente

estable.
i. i \f'%)

>1, enfonces x, es un punto fijo repulsor, o inestable.

Esta proposicion es sencilla de demostrar a través de limites por definicion. Por
otra parte, también existe un teorema - n°4 - que garantiza la posibilidad de que,

dado un punto de equilibrio x"y una derivada S =1, es posible analizar el

comportamiento, aunque con algo de precaucion.
i.  Sif". #0,entoncesx esinestable.
i S S =0y | "
i S =0y [

>0, entoncesx’ es inestable.

<0, entoncesx’ es asintéticamente estable.

Otro criterio para el estudio en caso de ser necesario, se da a través del teorema
n°5 (la prueba de este teorema y el n°4 pueden enconfrarse en Elaydi (2005)):

Si se supone ahora que en el punto de equilibriox”, S =—1 entonces:

. , 2 . .
Lo S ="~ -(f"(x*)) <0, entoncesx es asintGticamente estable.

. . 2 .
i St —f" -(f"(x*)) >0, entoncesx esinestable.

W | W

Por otra parte, un punto fijo también puede ser clasificado como periédico.
Conceptualmente esto significa que luego de cierto nUmero de iteraciones el
sistema retornara a este punto al cabo de cierto tiempo. En una definicidon mds
formal se sigue que, sean f: X — X vy x,. Se dice que x,es un punto periédico

de fsiexiste ne N tal que f(:’%) =X, . Al conjunto de todos los puntos periddicos de
f se denota por Per(f). SixePer(f), se dice que o(x,f)es una érbita
periddica.

Enfonces seax, € Per(f). Decimos que x, tiene periodok si:
k:min{n eN: /L, =x0}

Six,es un punto fijjo de [, enfoncesx, ePer(f)ny tiene periodo 1. Six,es un
punto periddico bajo f de periodok conk >2, entonces para cada 1< j <k se

tiene que [ | # X, .

38

Alumno: Matias Leonel Jaime



Universidad Nacional
de San Martin

En algunas ocasiones dadon € N, se utiliza la siguiente notacion:

Per,(f)={x € Per(f):xes de periodo n}

Asf, Per(f) = Per,(f)

n=1
Conlo cual, siparaun puntoxe X 3N e N| f(iv) € Per,, se dice que x es un punto
pre-periddico de f . En este caso también se dice x tiene orbita pre-periddica.
Usualmente este fipo de puntos también son llamados “eventualmente
periddicos”.

Por otro lado, estos puntos periddicos también se pueden definir como del tipo
atractores o repulsores. O, en otras palabras, que su orbita es atractora o
repulsora. En este sentido, esto dependerd de si f es derivable en cada punto

de la érbita de x,. De ser asi, o(x,, f), serd afractora o repulsora si ‘(fN)'(x()) es

menor o mayor que 1.

A modo ilustrativo en la Figura é se muestran algunos sistemas dindmicos donde
se puede ver reflejado este comportamiento periédico de la érbita.

I\ fx) =x% 1.6
i y=x

": f(x) =x%16

il Voo !

Figura 6 — Orbitas periddicas en sistemas dindmicos discretos —

Fuente: Machi (2009)

Punto fijo una definicién mas general:
Si una funcién f se define en un espacio métrico X que no es necesariamente

un intervalo, entonces esto requiere modificar sutimente Ias definiciones de
punto fijo atractor y repulsor.

Por ejempilo:
Sea f: X > X .,y sea x,eXtalquef,  =x,. Se dice que x,es un punto fijo
atractor de 1 si para tfodo conjunto abierto W, x, e W existe un subconjunto

abierto U c W talque x, €U, f,,cU,yparatoda xeU se tiene que:

. n
lim fm =X,

n—0
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Entonces, se dice que x, es un punto repulsor de f si existe un subconjunto

abierto U de X tal qué x, eU y para cada xeU , x#x,, 3neN, n depende

dex, talque [, eU.

También se suele denominar como “cuenca de atraccion” de x, a todo el

conjunto de puntos de X cuya orbita converge a x,. Este conjunto puede ser

denotado como W(‘;O). Andlogamente pueden definirse las orbitas periddicas

atractoras y repulsoras.
5.3 Orbitas estables y estabilidad

Se dice que un punto fijo x, es estable (o fiene orbita estable) si
Ve>0,36>0tal queV x € B, .y paratoda n >0 se tiene que:

(f(-x0)

Los puntos cercanos no necesariomente poseen orbitas que convergen a x,,

pero lo interesante es que estas orbitas tampoco se alejan mds alld de una
distancia ¢ >0 de este punto fijo.

Andlogamente un punto fijo resulta inestable (o su  Orbita) s
e, >0tal que¥V 6>03xe B, 5 yneN tales que:

> &
(%) 0

Estabilidad en el sentido de Lyapunov

Un punto de equilibrio x™ € C?se dice estable en el sentido de Lyapunov si para

cada 8>OEI5>OtalqueHx —x*HSé‘.

0 —X H <&V k>0 siempre que Hx

o)
Estabilidad asintotica

Un punto de equilibrio x" € C? se dice que es asintdticamente estable si es
estable en el sentido de Lyapunov y existe 0>0 tal que para

Hx —x*Hﬁésetienex(k)—>x*cuand0k—>oo . Ademds, el punto x  es

(0)
asintéticamente estable de manera global, si es asintéticamente estable y
Xy = x cuando k — o ¥ X € c’.

Ambas definiciones confirman que un punto de equilibrio es estable si dada
cualguier bola con centro en el punto de equilibrio, se puede encontrar otra
(posiblemente mds pequena) de modo tal que todas las trayectorias del sistema
que inicien en un punto de la segunda bola se mantengan dentro de la primera.
Ademds, si todas las trayectorias convergen al punto de equilibrio entonces este
es asintéticamente estable. Como se puede observar la estabilidad en el sentido

de Lyapunov es un criterio mds débil que el de estabilidad asintética.
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5.4 Valores y vectores propios

A partir de estas definiciones de punto fijo, orbita y estabilidad, sus
clasificaciones segun sus caracteristicas, y los teoremas que ayudan a estudiar
las cualidades de estos. Se puede comenzar a realizar un andlisis cuantitativo y
cualitativo de las trayectorias que presentan. Una de las técnicas mas usuales
en este sentido tiene su origen en el dlgebra lineal, mds especificamente a
través de la busqueda de lo que se conocen como ‘eigenvectors” vy
“eigenvalues”, o lo que en espanol se suele denominar vectores y valores
propios o caracteristicos. Se ha visto anteriormente, que un sistema dindmico
discreto estd compuesto por ecuaciones en diferencia. Y, ademds, se ha visto
cierta solucién general de una ecuacioén en diferencia tipica.

En el caso de sistemas dindmicos, compuestos por mds de una ecuacion en
diferencias, esta técnica del algebra lineal es muy popular y de gran utilidad en
la prdctica. No se hard énfasis en los pormenores de esta prdctica,
sencillamente se hace un breve repaso de algunas cuestiones particulares, y se
dard por sentado el conocimiento de la misma. Quien desee puede recurrir a
libros de Algebra lineal como por ejemplo Grossman (2008).

Asi, se hace una sencilla demostracién a través de un ejemplo:

Sea el siguiente sistema homogéneo: X, =4x

an (12)
XHIJ_ a a . X,

o en su forma matricial: [
21 22
yt+1 a( ) a( ) yt

— X,
YR 0

con una condicion inicial: X, =
Yo

Una definicién preliminar dice que, un escalar 4 se denomina valor propio de A
si existe una solucién no trivial X #0 de 4-X =4-X . Una de estas soluciones no
triviales se denomina vector propio de A asociado al valor propio 4. Armados
con esta definicidon se puede ver facilmente que:

A-x=2-%=(4-2-1)x=0

De esto se sigue que para que A sea valor propio de A el sistema debe tener
una solucién no ftrivial, por lo que el determinante de (A—/i-l):O debe ser
cero. Se dice entonces que los valores propios de una matriz son las raices del
polinomio caracteristico P, =det(A—A-1), donde det(A—A-1)=0.

En este ejemplo, donde 4 € R**, para hallar los valores propios se plantea el
polinomio caracteristico:
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P, =det(A-2-1)=0

a2 a1
=det(4—-1-1)=0=det =0
( ) a® a® _2

En este caso, es sencillo demostrar que el determinante de una matriz cuadrada
de 2x2esiguala A> —=Tr(A4)-A+det(4)=0. Por lo que,

/12 _(a(n) +a(22))./1+a(21)a(12) _a(n)a(zz) -0

2
(a(ll) +a(22))i \/(a(ll) +a(22)) _4(a(21)a(12) _a(ll)a(22))

2

/11,2 =

Donde 4, , son las raices del polinomio caracteristico, y en definitiva, los valores

caracteristicos que indican donde se hallan los puntos criticos del sistema. Una
vez hallados, ya es posible inferir cualitativamente cierto comportamiento de
este sistema alrededor de ellos. Es decir, es posible estudiar la estabilidad del
sistema. Las raices caracteristicas pueden presentarse en 3 situaciones posibles
dependiendo de la raiz cuadrada. A saber, estas pueden ser, “reales y
distintas”, “reales repetidas” o “raices complejas”. En este sentido, si bien el
comportamiento puede diferir entfre estas situaciones. Se puede resumir que, la
condicion de convergencia para los fres casos dice que la tfrayectoria de
tiempo va a convergir en el equilibrio intertemporal (estacionario o movil), siy
sélo si, el valor absoluto de cada una de las raices es menor que 1,
independientemente de cudles puedan ser las condiciones iniciales.

Una vez hallados los valores caracteristicos, la solucion general del sistema
puede formalizarse hallando los vectores propios correspondientes a cada valor
propio. Usualmente, si el sistema es un sistema homogéneo bastara con hallar
sus soluciones. Cuando se habla de sistemas donde se tienen mds de un valor
propio, es preciso garantizar que las soluciones sean linealmente
independientes. Por ofro lado, existen situaciones donde el sistema no es
homogéneo y se requiere, ademds, hallar alguna solucién particular
complementaria.

Enfonces, luego de un repaso sobre la discusion de los efectos de comercio
internacional, la teoria de crecimiento balanceado junto con el modelo
dindmico de Leontief y un breve repaso sobre sistemas dindmicos discretos y su
andlisis mediante la técnica de autovalores y autovectores. Es posible ya
comenzar con el planteo del modelo exdégeno, auténomo vy lineal de
crecimiento de PBI balanceado entre socios comerciales.

42
Alumno: Matias Leonel Jaime



Universidad Nacional
| de San Martin

6. Modelo exégeno, auténomo y lineal de crecimiento de PBI
balanceado entre socios comerciales

6.1 Introduccion

Como se havisto en el apartado de comercio internacional, existen infinidad de
modelos que buscan explicar las causas del comercio internacional y analizar
los efectos. En este sentido, existe gran debate sobre los aspectos positivos y
negativos producto del intercambio comercial. En principio, se presupone que
este infercambio puede ofrecer grandes beneficios a las tasas de crecimiento
de las economias que puedan colaborar entre si, mediante una coordinacion y
planificacion estratégica. Asi como Nurske, en su teoria de crecimiento
balanceado, planteaba la necesidad de impulsar la economia en forma
conjunta entre los sectores, esto bien podria pensarse de forma andloga en
términos internacionales. En muchos trabajos cuantitativos como los citados en
lainfroduccidén de comercio internacional, se han observado economias donde
en algunos periodos han conseguido tasas de crecimiento extremadamente
altas. Y ofras, en cambio, que han tenido desempenos poco significativos.
Generalmente, comparar economias suele resultar complejo por varios
factores, entre ellos la eficiencia (esto influye mds que el tamano del mercado),
o por ejemplo su posicion estratégica y los costos de transporte, entre otros. Todo
esto hace que la comparacion se torne dificultosa. Sin embargo, analizar los
beneficios producto del intercambio comercial entre ellas, puede arrojar
indicios de cdémo obtener resultados Optimos en términos de crecimiento para
estas economias en su conjunto. Actualmente, casi todas las economias
mantienen cierto nivel de intercambio. Este intfercambio, a veces, puede
provocar algun desequilibrio, pero en general se pueden obtener grandes
beneficios. Asi, se analizd, teniendo en cuenta lo discutido sobre crecimiento
balanceado, cual es el efecto del comercio internacional en estas tasas de
crecimiento. Cudl es el impacto del intercambio comercial, y si este es
beneficioso o no, estudiando diferentes escenarios. Como ya se ha adelantado,
la intencion aqui fue utilizar un enfoque macro dindmico inspirado en el modelo
dindmico de Leontief multisectorial. De forma andloga a este Ultimo, se modeld
la interaccidn comercial entre economias a lo largo del tiempo, desagregando
sus tasas de crecimiento entre las obtenidas por motus propio y las que se
obtienen producto del intercambio, para poder analizar asi, su comportamiento
en el largo plazo. Para tal fin, se hizo uso de sistemas dindmicos en tiempo
discreto, para poder estudiar el comportamiento en el largo plazo de las
economias que mantienen cierto grado de intercambio, y como impacta esto
en sus tasas de crecimiento. Asi, luego de hallar las trayectorias de crecimiento
balanceado se buscd dar con el estado dptimo que garantice, a su vez, que
ambas economias obtengan mayores beneficios para la sociedad en su
conjunto. Para fines de simplificacion se trabajé el caso de sistemas autdnomos,
se realizd un modelo tedrico que brinda la suficiente informaciéon para poder
estudiar estas cuestiones. En el caso de sistemas no-auténomos, dado que el
andlisis tedrico puede resultar sumamente complejo por cuestiones topoldgicas,

43
Alumno: Matias Leonel Jaime



| Universidad Nacional
| de San Martin

no se profundizo en este sentido, pero bien podria plantearse algun caso
numérico sencillo con cadenas de Markov para analizar su comportamiento.

Este modelo, desde luego, es una aproximacion lineal en el cual, las tasas estdn
dadas de manera exdgena. Por esto, no se pretende justificar las tasas de
crecimiento propias y las de infercambio, sino simplemente estudiar su impacto
en el comportamiento cuando estas varian. Asi, se buscd dar con la existencia
de trayectorias de crecimiento balanceadas y su nivel optimo. Y con esto,
responder la interrogante acerca del beneficio del comercio internacional
como herramienta para el crecimiento y el desarrollo. A continuacion, se dardn
mas detalles al respecto. Y por supuesto que esto, también, puede servir de
inspiraciéon para realizar modelos de corte enddgeno que si puedan explicar la
variaciéon de las tasas de crecimiento propias y las de intercambio.

Por otfra parte, es necesario hacer un punto para resaltar el espiritu de la
simplificaciéon de este modelo de trabagjo. A menudo se discute, si la
simplificaciéon de un modelo conlleva a una falta de realismo que termina
proporcionando respuestas incorrectas. Pero en verdad, esto puede resultar
virtuoso, mostrar ciertas caracteristicas en un marco ideal puede hacer que la
falta de realismo sea una virtud. Al aislar los efectos que realmente interesan,
esta simplificacion hace que sean mds fdaciles de entender. En este sentido
precisamente, este modelo es una suerte de reduccion del caso de intercambio
de las j economias distintas de i. A saber, se hace un procedimiento sencillo
sobre un caso de 2 economias para estudiar la incidencia del intercambio
comercial en sus tasas de crecimiento. En la realidad, por lo general, las
economias tienen un grado de apertura comercial e insercion al comercio
global que lejos estd de ser representada solo entre 2 economias. Pero, si se
intentara realizar una aproximacion mediante la ecuacion (1), esto es, con la
sumatoria de todas las economias con quien intercambia una economia. Asi, el
modelo podria ser bastante aproximado.

Ejemplo de esto:

Se conoce que Argentina y Brasil son socios comerciales estratégicos. Si se
tomara un periodo de 10 anos de gran crecimiento en la region (2002-2012), se
tiene que Brasil represento  un  23% del intercambio comercial
aproximadamente. Pero si se utilizara este modelo solo con estos 2 paises, no se
encontrarian resultados significativos. Esto es porque, ademds, seria necesario
contemplar el gran flujo de intercambio con otros paises, como por ejemplo
algunos del sudeste asidtico. En este caso entonces, seria correcto tomar un
modelo como (1):

X(i)

t+1

_ )y
_az Xt (])

Donde esta sumatoria contemplaria todos los paises con quien Argentina
mantendria intercambio comercial.

44
Alumno: Matias Leonel Jaime



| Universidad Nacional
| de San Martin

Pero aqui, por fines de simplificacién basta con trabajar con un modelo sencillo
de 2 paises.

Este modelo desde luego, como ya se ha mencionado, ademds, no pretende
explicar cémo se determinan las tasas de crecimiento propias y de intercambio,
sino estudiar cudl es su impacto en las tasas de crecimiento totales de estas
economias. Y que beneficios podria traer, el intfercambio comercial mediante
la coordinacion y planificaciéon entre socios estratégicos.

Por Ultimo, también es necesario remarcar nuevamente una cuestion debatida
en la introduccion sobre comercio internacional. Esto es, que por lo general
existen diversos factores que influyen positiva o negativamente sobre las tasas
de crecimiento de las economias. En ofras palabras, no se pretende suponer
que solo el infercambio comercial tiene un impacto positivo sobre el
crecimiento. Se entiende que existen diversos factores que tienen impacto sobre
las tasas de crecimiento. A saber, externalidades positivas o negativas (internas
o externas), problemas estructurales de la economia, baja diversificacion de las
exportaciones, baja competitividad con respecto del resto del mundo,
volatilidad macroecondmica, seguridad institucional, entre ofras. Pero esto no
significa que el comercio internacional no pueda ser una gran herramienta.

Dicho todo esto, se plantea el modelo:

6.2 Modelo General

Se plantea la evolucién del PBI de un pais, modelado como el resultado de la
contribucion aditiva de la propia economia -explicada por una proporciéon del
PBI propio en el periodo anterior- y del intercambio econdmico con otros paises
-igualmente explicado por una proporcién del PBI de dicho pais en el periodo
anterior-.

Se toma las tasas de crecimiento, tanto propias como de intercambio, como
dadas exégenamente.

Se definen asi:

e X" :PBIdeli-ésimo pais en el periodo "t"

e «a:tasade crecimiento “propia”, del i-ésimo pais en el periodo "t”
debido a su respectiva economia.

Supuesto (a): a” >1; es decir, por simplicidad de andlisis, se considerard el

caso de en qué no hay contraccién del aporte propio a la evoluciéon de la
economia.

e B:tasa de crecimiento de “intercambio”, del i-ésimo pais en el
periodo "t" debido al comercio con el j-ésimo pais.
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Supuesto (b): 0< 87 <1; es decir, el impacto del comercio internacional sobre

el PBl de un pais se puede suponer como fracciones del PBI de las otras
economias. En la realidad esto sucede con regularidad, ya que en general, una
economia no intercambia todo lo que produce.

De esta manera, el modelo queda expresado por

X(i)

t+1

— az(i)Xz(i) +Zﬁ[(l]’)Xl(j) (] )

J#i

De aqui en mds, por razones de simplicidad de planteo, pero sin quitar las
caracteristicas principales y propiedades de la propuesta, se tratard el caso de
solo dos paises.

XM

t+1

© (12) M
— at ﬂt Xt (2)
(2) (21) (2) 2)
X ) o® )\ X

1+1
Matemdticamente hablando, se trata de un sistema de ecuaciones lineales en
diferencia de primer orden y homogéneo -ver pdg.33 -.

Las tasas, en general dependientes del fiempo -sistema no autonomo-
deberian ser explicadas por fuera del modelo.

6.3 Solucion del Caso Autéonomo

El caso mds simple, habitualmente primer abordaje de cualquier propuesta y
objetivo de estudio en el presente trabajo, las tasas se supondrdn constantes y
dadas exdgenamente. Es decir, se abordard el caso autbnomo —ver definicion
PAag.32 -:

X0 (o™ g XY ,
1= =X, =4X,/AeR* (3)
xX® ﬂ(Zl) a® Xt(2) 1+l

t+1

A partir de la teoria de los sistemas auténomos —ver definicion pdg.32 -, en este
caso particular, se obtiene

e Conclusién 1: Bajo el supuesto (a), la traza es tr =tr(A4)>2.
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e Conclusion 2: Dada la Conclusion 1, el sistema no es estable (condicion
necesaria de estabilidad es #r<1).

e Conclusién 3: Bajo los supuestos (a) y (b)
det(A)=A=aVa® -2 = A>0.
%/_/

—
>1 <l

Como se introdujo en capitulos anteriores, un sistema como (3) se resuelve a
partir de los valores y vectores propios de la matriz A. Tal que la solucién general
tiene la forma

X =CV,A+CV, 4 (4)

Donde los A eR y V,eR* son los valores y vectores propios de A,
respectivamente, y C,,C, e R constantes.

Como se menciond en el apartado de sistemas dindmicos discretos, se hallardn
entonces primero los valores propios de la matriz A. Con los que luego se dard
con los vectores propios correspondientes, que dardn forma a la solucion
general del sistema. Entfonces,

6.3.1 Valores propios:

a(l) -y ﬂ(12)

ﬁ(ZI) ) p) :(a(') —l)((l(z) _l)_ﬁ(lz)ﬂ(zl) _
a'? —

=12 —(0((1) + a(2))+ aVa® _13(12)13(21) =0

tr+tr* —4A

:>/12—tr./1+A=0:>4’2=f (5)

De (5) los valores propios, resultan

2
(1) (2) (1) (2)
a’ +a a’ +a
_ n (2) (12) p21) \ _
/L,z—(—ji (—j ~(aVa® - p) =

2 2

2
:[ (1>;a<2>ji (a(”;amj + B g (6)

>0

Y de (6) se obtiene

e Conclusién 4: Esto implica, raices reales y distintas, salvo el caso de igual
crecimiento propio (a" =a®) y sin intercambio (B"* = %" =0 ). Esto
ultimo implicaria, raices repetidas.

De (5):
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2
tr tr tr 4A
——+ = —A==]1x 1-—= 7
Aa 2 (2) 2 { ter 7)

e Conclusién 5 (sobre A,): De (7)

—_——
tr 4A
/12:5. 1+'/1_tr_2 =>4 >1 (8)
>1 >0

Por lo menos una raiz es mayor que uno (en acuerdo con la conclusion 2).

e Conclusidn 6 (sobre 4,): De (6) y suponiendo que 4 <0 se tendria

2
22} [ con{227)

2 2
(1) (2) (1 2)
a +o o —a
@{ ] - ] <B?p & aVa® < g g

IA
p———
Q/\
\S] Iv
QA
N
-+
=
=

2

Absurdo; porque contradice los supuestos (a) y (b) -las tasas de intercambio son
menores y las propias mayores a uno respectivamente-. Entonces se concluye
que

2,>0 ()

e Conclusién 7 (sobre 1,): Teniendo en cuenta la conclusién 1, de (6) y
suponiendo que fuese 4, <1 se obtiene

2
(1) (2) (1) (2)
A—(%j_\/{a ;0! j +ﬂ(12)ﬁ(21)31©
a® 1+ a? UNNCRY
<0< T —-1< T +,3(12)ﬁ(21) =

2 2
(O] (2) 1 (2)
a +a a’ —a
<0< [—j - (a“) +a®? ) +1< (—j + 4B o

2 2

< aa? —(a(” + a(2>)+l <pPpN <

48
Alumno: Matias Leonel Jaime



Universidad Nacional
de San Martin

Por lo tanto
j,l <1 aPg® _(a(l) +a(2))+1£ ﬂ(lZ)ﬂ(N) (.l O)
Ejemplos A:
a® =1,075
™ _1015 {,11 =1,0026 >1« aPa® _(a(l) +a(2))+1£ ﬂ(mﬂm’ — 0,001 125%0’0009
a =1, =
ﬂ(lz) _ ﬂ(Zl) ~0,03 A, =1,0874
a" =1,075
® _1015 {21 =0,995<1a"a® (a" +a?)+1< g% = 0,001125 <0,0016
a =1 =
13(12) _ ﬂ(zl) = 0,04 A, =1,095

En resumen, de las conclusiones 5 a 7, se tiene que ninguna raiz es negativa y
gue por lo menos una es mayor a uno.

6.3.2 Vectores Propios

A partir de los valores propios se hallan los vectores propios correspondientes
segun

(1)_1 (12) 0
U-nW,=0=|% “H P E (1)
B a® -4 J\v,) 0

Asi, (6) y (11):
1 oV g® o —ag®Y o
e e Rl A (12)

aV —a? aV —ag? 2
oy = T | | A (13)

Y definiendo

5= 5, =57 + BB (14)
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Entonces, se tiene de (12), (13) y (14)

a® A, =6 $\/512 + BB =0, ¢\/572
a® — A, =6 ¢\/512 +p7 " ==, $\/5_2

(15)

Yde (11)y (15) resulta que
i [@ A B () _(0) _(aFVE A (v (0
(4 /1k )Vk =0= @n 2) - < 21 > -
B a? -2 )\v,) \0 B —5&\/5 v, (0
(16)

Asi,si A=A,

51 52 (12) ’ 0 N _’B(lz)
[ ;(;{)7 _5ﬁ+\/5—J[: j:(Ojg(é‘l—F\/g)vll-i_ﬁ( )V12:0:>V1:[5+\/5>] (17)

Ysi A=A,

_ (12)
{&ﬁ(;{)&_z _é‘ﬁ_ \/5_J£:21 ] — ng & ﬁ(Zl)V21 —(51 + \/E)VZZ =0 V2 — [51;(;{)5_2} (] 8)

Una vez que se obtienen los vectores propios correspondientes a cada valor
propio se plantea la solucidon general de la forma de (4).

6.3.3 Solucién Generdl

Obtenidos los vectores propios correspondientes a cada valor propio se plantea
la solucién general.

De (4), (17) y (18) se tiene
X0 -7 . 5,+3, ).,
[} (5 I AR R !
t 1 2
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e Conclusion 8: En (17) o (18) se resulta:

2
(@) (2) M (2)
a’ —o a’ —a
S, +4/5, = 5 + ( 5 ] + BB =

M (2)

(24

-a
2

() (2)| (12) p(21)
a’ —-«a 4

+ 1+ pp >
(a(l) — a(z))

>1

>0 (20)

Se sabe que, si se obtiene un valor propio positivo asociado a un vector propio
positivo, el modelo adquiere sentido econdmico de crecimiento. Asi, un
conjunto de economias es capaz de obtener un crecimiento balanceado de su
PBI, de igual manera que lo hace una economia entre sus sectores -modelo
dindmico de Leontief pdg.26 -. Matemdaticamente, esto es posible, ademds, con
base en los teoremas de Frobenius (apéndice A).

Obsérvese que, el vector propio asociado a 4, tiene componentfes de signos
contrarios; por lo tanto, el autoestado asociado no corresponde a un estado
econdmicamente viable - salvo el caso en que £"* =0 -. En cambio, el vector
propio de 4, es no negativo, y es entonces econdmicamente posible y
corresponderia a una trayectoria de crecimiento balanceado.

De esta manera, se puede garantizar la existencia de una trayectoria de
crecimiento balanceado independientemente de las condiciones iniciales. En
otras palabras, esto se garantiza desde cualquier momento en el tiempo. Ahora
bien, es posible igualmente hallar una trayectoria balanceada dado un periodo
considerado inicial. Entonces, se tiene:

6.3.4 Condiciones Iniciales vy soluciéon particular:

Sean X"y X{? los PBI de los dos paises en el periodo considerado inicial. As:
[Xél)] ol 27 )L (51 +\/§zJ ~BIC +(8,+5, ) C, = X" o
Lo+ye ) L A (6,+8,)C +p2C, =X

El sistema de ecuaciones lineales planteado por (21) tiene Unica solucién dado
que a partir de la Conclusién 7 y el supuesto (b) se llega a

-p 5+ /s
ﬁ 1 (;{)72 _ _ﬂ(lz)ﬁ(zl) _(51 +\/5—2)2 40 (22)
1) +\/E p D —

>0

Resolviendo el sistema (21) se fiene
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XD (545 )

Cl — 5 (230)
ﬂ(lz)ﬂ(21)+(5l+\/g)
X+ (5B KL
= . (23.b)
BB +(51+\/5)

Resultando en la solucion particular en

) _pU2)
Xt 0 ﬂ t + CO 51 + 52
2 ﬂ(zl)

= A (24)
X )= g5 ) 2

En la siguiente ilustracion — Figura 7 — lo importante a destacar es que, a mayores
tasas de infercambio, la convergencia entre ambas economias se da a mayor

velocidad.
) 1 ) L ) 1 . !
In(X;")
1 a® =1,075
3 a® =1015
E X7 =xy
E . ----Pais 1 f2-0,03
] ——Pais 2 £2=0,03
- ----Pais 1 2=0,04
——Pais 2 gV=0,04
X9
E I ] I ]

Figura 7 — Evolucion del PBI para los ejemplos A -

6.4 Representacion Normalizada

En algun caso puede ser interesante representar la evolucion del PBI relativo a
su valor inicial. Es dectr, si se define
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) X(i) '
=" ) i=1v2 (25)
XO
En tal caso, se tendrd
i X i X" Xy ij X i i @) ; .. . .
xt(+)1:_t(-:;:a(). o % (i) -+}.):a“-xf)+ﬂ xD ) =1V i
XO XO XO XO
—_—
ﬁ(i/)
(26)
. . . . (i)
Denominando tasas de intercambio normalizadas a las g . Y se puede

demostrar que todos los resultados pueden ser escritos en variables
normalizadas. Por ejemplo,

O BUHaT) () AT (aE) (s

x(2) - (12) _(21) 2’ 11 + 12) (21 2 (21 ;tzt
A A A RN I CEC B A A C TN N
(27)

6.5 Soluciones Econdmicas y Estados Balanceados

Obviamente, de la naturaleza del modelo evolutivo, como resultado de la
combinacion lineal de cantidades positivas — ecuacion (1)- resulta que
X">0,Vit.

Pero el crecimiento estd definido analiticamente por el aporte de dos términos
exponenciales. Asi, las caracteristicas de tal crecimiento estan dadas por la
competenciade 1 y 4, .

En particular, como fue fratado en la Introduccion, y andlogamente al
crecimiento de los sectores econdmicos, se puede proponer un crecimiento
balanceado entre paises como aquel proceso donde todos los paises crecen a
igual tasa.

El estudio siguiente corresponderd a tal andilisis y su posibilidad de existencia.

6.6 Estados Asintdticos Balanceados

De las Conclusiones 5y 6 se sabe que el sistema diverge en un crecimiento dado
por 4, >0y 4, >1.Como 4, >4, amuylargo plazo, la potencia dominante serd

A, 5y si ademds (Conclusién 7) 1, <1, su dominancia serd mds rdpida

temporalmente. Asi, se obtfiene un crecimiento asintético balanceado donde
ambos paises fienden a crecer a la misma tasa 4, . Entonces
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Xo Xo pPXx? +(51 +\/E)X(§” 5,45, .,
X(Z) t—+00 X(z) ~ 12 21 2 (21) )’2 (28)
t t Asint. ﬂ( )ﬂ( )+(§1+\/g) ﬂ

De lo cual:

X0 N o, +\/W _ A1 -
Xt(Z) Asint. ﬂ(zl) —51 + W

De (29) es sencillo demostrar que los términos de ambos lados de la igualdad
son equivalentes. Plantear esta equivalencia, es de gran utillidad para un
posterior andlisis de la dependencia de los estados asintéticos con la variacion
de los pardmetros del modelo.

En la Figura 8 se grafica la fraccién (Xf") / X® )A _para el Eemplo Ay se observa

si
que la convergencia es mas rdpida a mayores tasas de infercambio.
Igualmente, para dichos conjuntos de tasas la convergencia se da con
diferencias de menos del 1% a mds de 60 periodos. Esto significa, que las tasas
de infercambio comercial ejercen gran un impacto sobre el crecimiento.

i ) Asint
In( X/ X [Pasety

1,01 o 1 | 1 | 1 | 1 |

1,008 3 :

1,006 3 E

1,004 3 g

1,002 3 E

1 :

0,998 3 E

0996 ----Pais 1 f2=0,03 -

E ——Pais 2 f2=0,03 E

0994 3 ----Pais 1 f12=0,04 E

3 ——Pais 2 fV=0,04 b

0992 3 E
0,99 3 ; ; I .

60 70 80 90 t 100

Figura 8 — Velocidad de convergencia para los ejemplos A -

Con una pequena variacion en las tasas de intercambio la velocidad de
convergencia es muy significativa. Esto puede ser aprovechado por una
economia que posea un menor tamano de su PBI.

En cuanto a la dependencia de los estados asintéticos con la variacion de los
pardmetros, se obtiene entonces de (29) — para ambas equivalencias -:
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(1) é‘ + 52+ (12) p(21)
0 (X’ j L0t | 5 >0 (30.a)
Asint.

— 1+
05,

= 651 13(21) - ﬂ(Zl) [512 +ﬂ(12),3(2])

0 (Xl(l) ] - 0 51 + \/512 +ﬂ(12)ﬂ(2]) _ 1 >0 (30 b)
aﬂ‘”’ X(2) . 6ﬂ(12) ,3(21) o) ,512+ﬂ(12)ﬂ(21) ’

t

o (x® 0 £
5ﬂ(21) Xz(Z) i ~ @ﬂm) _51 + (512 +ﬂ(12)ﬂ(_21) =
(12)2
== b 3 <0 (30.c)
2(_51 +\/512 +ﬂ(12)ﬂ(21)) _\/512 + g1 g

6.7 Existencia de Trayectorias Balanceadas

Una frayectoria balanceada corresponde a la situacion donde ambos paises
crecen aigual tasa a todo tiempo. Matemdticamente hablando se trata de que
a todo tiempo el crecimiento esté definido por la misma exponencial; es decir
que solo un término de (27) defina la evolucidn y que este sea definido
econémicamente - no negativo-.

Entonces, como ya se menciond en (27), se puede ver que el vector propio
asociado a 4, tiene componentes de signos confrarios; por lo tanto, el
autoestado asociado no corresponde a un estado econdmicamente viable -
salvo el caso en que B =0 -. En cambio, el vector propio de 4, es no negativo,

y es entonces econdmicamente posible y compatible con una trayectoria de
crecimiento balanceado.

e Conclusion 9: Si se plantea la posibilidad matemdtica de una trayectoria
con solo el primer autoestado (C, =0)

_13(12) XM
0

C, o
0, +4/9, Xéz)

=—BXD (8,48, ) X" #0 (31)

Se encuentra que efectivamente ésta no es posible. Esto se debe, como se dijo
anteriormente, a que el modelo con condiciones iniciales positivas y evolucion
debido a una combinacién lineal de factores positivos no puede dar soluciones
negativas.
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e Conclusiéon 10:Sise plantea la posibilidad matemdtica de una frayectoria
con el segundo autoestado (C, =0)

. X 5+\/_

1o ey (s ) 2

1

Entonces se tiene que, finalmente, puede haber condiciones iniciales que
determinen la trayectoria de crecimiento balanceado:

(2) (1) 2 (12) (21)
XD (§+\/_) YO - X g Xo OO BB

X(” 5 +\/_ Xéz) - ,13’(21)
(33)
X(l) . X(2) ;
X(z) ﬁ( ) _ X(l) ﬁ( ) a(Z) (34)

e Conclusion 11: Se da una trayectoria balanceada cuando la diferencia
de las tasas propias es igual a la diferencia opuesta de las tasas de
infercambio normalizadas:

(21 _ (12) _ a(]) _a(z) (35)
Asi, de (24) y en las condiciones de (34)
) )
Xf Trayec.Bal. XO
Obien x"=4" /i=1v2
Por lo tanto
o o
XX 7]
x® X
4 Trayec.Bal. 0

e Conclusién 12: De lo cual se desprende que en una frayectoria
balanceada el tamano relativo de los PBl se mantiene.
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En otro caso disminuye o aumenta. Si se plantea la situacidon donde el tamano
relativo entre las economias -medido por su PBI del pais 1 respecto del 2-
disminuye a largo plazo; es decir, si asintéticamente se tendria:

X[(l) Xt(l) 51 + ’512 +ﬁ(12)ﬂ(21) Xél)
X(Z) (2) = 1) < X(z) eee
1 Asint. 1 Trayec.Bal. ﬁ 0
X0 ox® o
...@K"z)/f )_X_Og”ﬂ( >V g (38)
Ejemplo B:
@’ =1,075 S =0,03 0
a® =1,015 1= Y% X, _0,03+0,05:2

B = g2 = 0,04

= = @
J8,=0,05 " X, 0,04

Para dicha relacion de tamanos iniciales se tendria una TB.

La Figura 9, muestra las variaciones de crecimiento enfre la tfrayectoria
balanceada del Ejemplo B y dos situaciones con relaciones de PBI inicial
distintas. En principio lo evidente estd, en que las diferencias entre los tamanos
de las economias (tamano relativo) pueden llegar tener un efecto diferente en
el corto plazo para cada uno de estos paises. Esto quiere decir que, o habrd una
trayectoria asintética balanceada o serd balanceada a todo tiempo. Lo seguro
es que, en el largo plazo, serd balanceada.

In(x}”)

o™ =1,075
o =1,015
ﬂ(u) :ﬁ(ll) =0,04

--—Pais 1 X,\"=X,
Pais 2 X,¥=2X,!"
---Pais 1 X=X,
——Pais 2 X,"=x,0
--—Pais 1 X, V=X,

Pais 2 X,2=0,5X,"

t

Figura 9 — Comparacién de crecimiento balanceado y no balanceado segin

Alumno: Matias Leonel Jaime

X0/ X2 -

57



Universidad Nacional
de San Martin

Si ahora:
a" =1,075
a® =1,015 X0 FO
ﬂ(lz) =0,04 ,3(21) =0,08 X—(()z)ﬂm) —ﬁﬂ(m >aV —a? = 0,14 > 0,06
0 0
X
X0

resulta que la brecha entre los PBI disminuye asintéticamente. Y si

a =1,075

a® =1,015 o O

ﬂ(lZ) — 0’04 ﬂ(Zl) — 0’ 02 = X_?2)ﬂ(2]) _ﬁﬂ(n) > O((l) _a(z) = O, 02%0, 06
0 0

X

X

la brecha aumenta.

Las tres situaciones se muestran en la Figura 10. En este ejemplo, se ve que el
pais de menor PBI inicial y menor tasa de crecimiento propia puede crecer
fuertemente disminuyendo la brecha, al aumentar la tasa de intercambio.

In(x®) ]

. Pai 12)_,
Pais 1 8 0.04}(0

. Pais 2 f#%V=0,04
----Pais 1 f#2-0,04 } )
Pech Pais 2 47'=0,08 |
. --~-Pais 1 =004 i
] Pals 2 4V=0,02 }
X(E) |

Figura 10 - Comparacion de un crecimiento asintdtico y un crecimiento
balanceado -
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Conclusion 12: Los estados asintdticos pueden dar lugar a mayor o menor
desigualdad en el PBI que las trayectorias balanceadas segun sea

X(l) X(l)
>1= Xt(z) <X‘(’2)
Xél) ﬁ(Zl)_X(SZ) ﬁ(lz) ! Asint. 0
X(z) X(l) X(l) X(l)

— o —1=| 2| =Zi- Vi BALANCEADA (39)

a -a X0 ) e X7
X(l) X(l)
<l= Xt(z) >X((’2)
t Asint. 0

Por ofro lado, en la Figura 11 se muestra la comparacion de la relacion de PBI
de ambos paises X"/ X para una trayectoria balanceada y frayectorias

cercanas debida a cambios en los pardmetros g , p®" y &, . Estas
variaciones responden a lo hallado en las ecuaciones (30).

X0/ x®
3.0 L | L | L | L | L
x{=2x
2,5 -
2,0 4 o
-== §=0,03 7'7=0,04 #°V=0,04
i —— §,=0,03 #'2=0,04 #?=0,08
—— 5,=0,03 #'2=0,08 #2Y=0,04
157 —— 520,04 412=0,04 #2V=0,04 B
1.0 T T T T T T T T T
0 10 20 30 40 t 50

Figura 11 — Comparacion X"/ X® para distintos conjuntos de pardmetros -

6.8 Condiciones para la existencia de Trayectorias Balanceadas

Cabe preguntarse entonces, en qué condiciones se pueden dar estas
trayectorias balanceadas.
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Si se supone que las tasas de intercambio, gy g, tienen valores méaximos

posibles By p*", respectivamente. Podria pensarse como que los valores de

ellas sean fijados por el intercambio comercial, y los maximos por una limitacion
estructural de las economias. Es decir, existe cierta frontera potencial que limita
el infercambio. A saber, una economia no puede crecer utilizando toda la
economia del otro pais. Es decir, estos S tienen un tope mdximo. Por ejemplo,

en la realidad el mercado interno para una economia, resulta fundamental
para el crecimiento. En general, abastecer este mercado interno puede resultar
prioritario. Esto, podria ser un factor determinante del tope mdaximo de
infercambio, o por otfro lado podria tratarse también de factores estructurales
que limiten el potencial productivo como ser la capacidad instalada, el pleno
uso de los factores, etc. Entonces, se plantea que el sistema en si, tiene ciertas
restricciones que cumplir. Asi, de (34) y lo expuesto anteriormente, se establecen
las restricciones para la existencia de estados balanceados:

X7 XD ()
ﬂ(zn Sﬁém <1,ﬂ(12) Sﬂ(lZ) <1

0

Grdficamente esto se puede ver en la Figura 12 — pagina siguiente-. Obsérvese
que el grafico refleja lo planteado en (40), los S, delimitan el drea factible que

garantiza una trayectoria de optimo balanceado para ambas economias. A su
vez, estos f, se encuenfran por debajo de 1 debido a lo discutido

anteriormente. Mds adelante, se verd, que este problema que se plantea
puede ser resuelto mediante técnicas de optimizacion con restricciones de
desigualdad, para dar con soluciones que se encuentren dentro de un conjunto
factible. En otras palabras, que esta solucidon sea econdmicamente posible.

e Conclusién 13: La posibilidad de estados balanceados depende de las
relaciones entre los estados iniciales, tasas de crecimiento propias vy
valores mdaximos de intercambio.

X(Z)

X(()l) (a(l) _a(z)) < ﬂ<21> < ﬂém (a)
0

< (41)
(02) (05(2) —05(1)) < ﬂ<12> < ﬂém (b)

X

Lo relevante aqui, es que, si el lado izquierdo de la desigualdad es mayor que
los S, o sea que la desigualdad no se cumpla, enfonces no habrd trayectoria

balanceada. En conclusion, si hay un pais que econdmicamente es mucho mads
grande que el ofro inicialmente, y la tasa de intercambio no es o
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suficientemente grande, no existird una frayectoria de crecimiento
balanceado. De igual manera, tampoco serd posible, silas tasas de crecimiento
propias son demasiado diferentes.

B(21)'

21
B

(7)
x§

=l
Xﬂ)

(e - )

v e
Figura 12 — Trayectorias de Estados Balanceados -

En resumen, f es un factor que indica cémo impacta el tamafo o una

economia en el crecimiento de la ofra. Si este coeficiente, no es lo
suficientemente grande, las diferencias entfre los tamanos relativos de las
economias, o las diferencias de tasa de crecimiento propias, hacen que no
puedan crecer balanceadamente. En ofras palabras, para que haya una
trayectoria de crecimiento balanceado, el intercambio tiene que ser bastante
fuerte como para que las diferencias entre tasas de crecimiento propias vy
tamanos relativos no interfieran.

En resumidas cuentas, si existieran dos paises que podrian ser grandes socios
estratégicos, pero no pueden colaborar lo suficiente, entonces no existird tal
crecimiento balanceado.

Un ejemplo de existencia: Segun el Eiemplo A

a =1,075 o 0 030,00 < g
X, ,03<0,04 < B

a? =1,015 N Xgl) —0,5= by .

£ = gV = 0,04 0 -0,12<0,04 < g,
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6.9 Tasas de crecimiento

Se definen las tasas de crecimiento como la proporcion entre el PBI de un
periodo respecto al anterior:

y = i=1v2 (42)

Asi, para ambos paises se tiene

@) y () @) y (/) (1) X(i)l (1) (&) X(j)
=a"X"+ X/ :>7,’=ﬁ=a’+ﬂ”ﬁ /i j=1v2,i#j (43)

t t

X(i)

t+1

Se puede observar que las tasas de crecimiento, dependen de las tasas de
crecimiento propias y las de infercambio, junto con el tamano relativo entre Ias
economias de intercambio.

La Figura 13, muestra las tasas de crecimiento para distintas tasas de
infercambio, dados los famanos iniciales de las economias y las tasas propias.

De aqui surge la cuestion de estudiar, si dada la existencia de crecimiento
balanceado, estas frayectorias se corresponden con una situacion beneficiosa
para el conjunto de paises.

i) \ 1 \ 1 \ 1 \ 1 \
}/t‘ 1,18 - L
1,17 -
1 a’ =1,075
1,16 - 2@ = 1015 ----Pais 1 £'2=0,04 B
115 ’ Pais 2 [2Y=0,08
15 o X0 o x®@ . o -
. o o --=Pais1y2 FP=F"=0,04
1,14 --—-Pais 1 f'%-0,03 -

Pais 2 [2Y=0,03

1,13
1,12

1,11 +

1,10 o

1,00 -

1,08 - -

1,07 - -

1,06 - -

Figura 13 — Tasas de crecimiento en distintos escenarios -
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6.10 Crecimiento balanceado y éptimo de Pareto

Cualqguier variacion relativa entre los PBI en el tiempo hard que una tasa de
crecimientfo aumente y la otfra disminuya, a menos que se encuentre en un
autoestado econdmicamente viable, es decir en una tfrayectoria balanceada,

de (36):
X9 =2x0 (44)
Asi, de (43) y (44) resulta
71(1) =a® +ﬂ(12) ));1) —q" +,B(12) =ﬂ,2
(43)
)
%(2) —a® +ﬂ(21) j(((z) (2) +ﬁ(21) :lz
0

Por lo tanto, cuando se estd en una senda de crecimiento balanceado, la tasa
de crecimiento total, y,, esigual al autovalor.

e Conclusién 13: Una trayectoria de crecimiento balanceado es un 6ptimo
de Pareto para las tasas de crecimiento.

6.11 Estdtica comparativa en una trayectoria de crecimiento balanceado

Si hay cambios en las tasas de crecimiento, para mantener una trayectoria de
crecimiento balaceado se tendrd de (34) que pequenos cambios deberdn
compensarse tal que

M (2)
X ﬂ(zn X
X(2) X(l)

0

dp"™ =da" —da® (45)

Asi, entre ofras consecuencias

= Silas tasas de intfercambio permanecen iguales, las propias tienen que
variar en la misma cantidad.

= Silas tasas propias permanecen iguales, las de infercambio deben variar
en el mismo sentido y en la proporcién dada por (45)

6.12 Crecimiento balanceado éptimo

Dadas estas tfrayectorias balanceadas, puede plantearse el problema de la
existencia de una 6ptima. Esto requerird maximizar la tasa de crecimiento 4, ,

dadas las tasas propias, en funcion de las tasas de intercambio. Asi, queda
planteado el siguiente problema:
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con
BB < <1
,3(12),,3(21) >0

(46)

Maximizar A, es equivalente a maximizar el producto g - %", dado que A,

es una funcidén creciente de dicho producto. En resumen, ambas funciones son

crecientes, por lo tanto cuando i, es méximo, B - %" también lo es.

En ofras palabras, lo que se busca es, hallar las tasas de infercambio que
maximicen la trayectoria balanceada. Estas tasas no son independientes una
de otrqa, porlo que es necesario maximizar respecto a ambas, como se concluye
de (46). Y si bien es un problema de optimizacion de Kuhn-Tucker, este caso se
puede resolver facimente en forma grdfica. En el apéndice B se puede
encontrar la demostracion formal de esta equivalencia mediante la técnica de

Kuhn-Tucker.

Por ejemplo, supdngase estar en los siguientes valores:

o =11
2) XéZ)
a® =1,04 = =052 4 =112

B = B = 0,04

0

Que no es un 6ptimo, como se puede ver de la Figura 14.

0,00 0,05 0,10 0,15
0,15 T T T T T T 0,15
3(21)
ﬁnz).ﬁizu =0,0016 ﬁuz)lﬁlzn =0,0055
0,10 —R=E AR R R REE=RDS SRR RSSw= s -1 0,10
\ A} \\
\
‘\ A O
A \ N
\ \ N
\ A N

B = 0,258 +0,03

0,055 AR
0,05 — N ! -{ 0,05
) | 6ptimo balanceado

0,04 ARSI : N :

1 N N |

) % N

[} T |

1 R !

1 RSN N

i 1

B9 20,01 A" < 0,01 1
0,00 — v ; I ; : — 0,00

0,00 0,04 0,05 0,1 0,15

.0' IB(1I2)

Figura 14 — Optimo de trayectoria balanceada -

Alumno: Matias Leonel Jaime

(47)

64



| Universidad Nacional
| de San Martin

Supdngase, por ejemplo, que los mdaximos valores de las constantes de
intercambio sean " ,p*" <0,1. En la figura 14, puede verse que el optimo

balaonceado se encuentra facilmente sobre uno de los mdximos de intercambio.

En dicha Figura, se pueden observar los g, que delimitan el drea hasta 0,1

(restriccion de c/u de las economias, en este ejemplo), y por otro lado, dentro
de esta drea las restricciones de menor o igual (regidon factible). A su vez,
obsérvese, como la curva del producto constante se traslada hacia la frontera
a medida que el producto crece. Los valores éptimos, son aquellos que cortan
esta recta de crecimiento balanceado hasta la frontera. Por supuesto que mds
alld de esta frontera, se estaria excediendo las restricciones de desigualdad. O
lo que es lo mismo, se estaria dentro de un conjunto no factible, y por lo tanto
no se estaria en un 6ptimo balanceado. Sencilamente porque se estaria
incurriendo en una situacioén ineficiente para alguna de las dos economias. Esto
quiere decir, en otras palabras, que alguna de ellas o ambas, podrian haber
encontfrado unlimite ensus A, . Yasea bien, por cuestiones de mercado inferno,

falta de capacidad productiva o problemas de productividad, u alguna ofra
limitante.

Sin embargo, claro estd, existen posibilidades no solo de que haya existencia de
una trayectoria balanceada, sino que también esta sea un dptimo balanceado.

En resumen, el 6ptimo se encontrard, entonces, recorriendo la recta hasta el
valor méximo de alguna tasa de intercambio dentro de la region factible.

Entonces,

Max 2, (ﬂ(m ﬂ(Zl)) EMax(,B(mﬁm))
2ﬁ(2]) _0, Sﬂ(IZ) — 0, 06 = IB(ZI) — 0’ 25ﬁ(]2) +0, 03
—

ﬁ(lZ),ﬂ(Zl) < 0’1
15(12) ﬂ(ﬂ) >0
= "% =0,1= g% =0,055,1, =1,15 (48)

En este ejemplo con tasas de crecimiento propias de o, =1,1y a, =1,04, y una
relacion de producto brutos internos de 2 a uno respectivamente, el dptimo
balanceado se da para " =0,1, p*” =0,055 y L, =115 (nuevamente Figura
14).

En el siguiente esquema, Figura 15 — Pagina siguiente —, se refleja un diagrama
que plantea el intercambio dptimo para las dos economias.
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Xy =2X

X
(21) _
B2 =0,055

Figura 15 — Esquema del infercambio balanceado éptimo de las dos
economias -

Pudiéndose asi sacar las siguientes conclusiones -Ver Apéndice B para una
demostracion formal-.

= Conclusién 14: Si son posibles estados balanceados -en las condiciones
de (41)- existe un estado balanceado éptimo.

= Conclusion 15: Los estados balanceados éptimos se dan sobre un
mdximo de tasa de intfercambio -de una de ellas o ambas-.

7. Conclusiones finales

Entonces, conceptualmente, la dindmica depende de las diferencias de las
tasas propias, del tamano relativo de las economias y del producto de las tasas
de intercambio. En ofras palabras, este crecimiento balanceado depende, en
principio, de la diferencia de una tasa con respecto de las ofras, en el caso de
las propias. De la diferencia de velocidad de crecimiento propio. Y del tamano
de las economias. O sea, hasta aqui, hay una competencia de diferencias.
Pero, en el caso delintfercambio, se potencia con el producto. En otras palabras,
si estas economias actuaran de manera aislada independientemente una de la
otra, o sea que, no hubiera intercambio, esto seria equivalente a decir que las

p fuesen cero. Entonces, la distancia entre uno y el ofro estaria dada por la

diferencia. En cambio, si aparece el intercambio, no es que aparece la
diferencia, aparece el producto de los infercambios. La pregunta entonces es,
cuando un producto es mds grande. Cuando ambas tasas son mds grandes,
esto es obvio. En conclusidon, a ambas economias le conviene intercambiar. Esto
refleja el hecho de que el infercambio es bidireccional. El 6ptimo balanceado,
0 sea la mayor tasa de crecimiento balanceado, se va a dar cuando los dos
paises intercambien lo maximo que pueden intercambiar. Obviamente, como
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ya se menciond, los f tienen un limite, estos no pueden ser mayores que 1, ya

que, de ser asi, se estaria consumiendo todo de la otra economia. Es decir,
como tfambién ya se ha mencionado en ofros pdrrafos, existen ciertos factores
estructurales que limitan el conjunto factible para el infercambio comercial. Por
otra parte, es importante volver a remarcar que bajo ningun punto de vista se
estd suponiendo que el comercio internacional sea el Unico factor
condicionante para el crecimiento econdmico. Existen diversos factores — ver
pag.8y 45 - que interfieren o estimulan dichas tasas. Sin embargo, es importante
entender que el comercio internacional, bajo determinadas condiciones,
puede favorecer a ambas economias potenciando sus tasas de crecimiento a
largo plazo.

Ahora cuales son las ventajas de exigir una ftrayectoria de crecimiento
balanceado para el conjunto de paises en el corto plazo, claramente esto no
resulta de la matemdtica subyacente, sino de una conveniente estrategia entre
socios comerciales que excede el crecimiento per se. En el corto plazo, se
pueden observar ciertas diferencias segun las «, # de c/u, que pueden llegar a

diferir en el objetivo deseado para algunas de estas economias. Esto fambién,
por supuesto, dependerd mucho de otros pardmetros, no solo del tamano de
sus PBI. Pero, claramente puede suceder, que para una economia que ya se
encuentre una posicién suficientemente estable de crecimiento, esto sea dificil
de comprender. Tal vez el argumento, en este caso, es mds bien pensdndolo en
términos del 6ptimo socialmente deseable. Desde luego que, en esta situacion,
alguna economia pueda ver reducida la velocidad de crecimiento en el corto
plazo (6ptimo de Pareto), pero en el largo plazo todas las economias se verian
beneficiadas en una senda de crecimiento balanceado. Generando
economias de escala, y una sensacion de confianza y optimismo de
crecimiento a largo plazo, que desembocaria posiblemente en una ola
subsecuente de inversiones producto de las expectativas. Se generarian,
ademds, nuevos mercados para los mercados existentes. Como se menciond
en reiteradas ocasiones, todo esto obviamente, implica necesariamente que
haya cierto acuerdo de intercambio entre los socios para lograr este objetivo
comun en el que todos se beneficien. En el largo plazo, claro estd, todos
crecerdn a la misma tasa. Lo importante aqui, es destacar nuevamente que las
economias que participen de esta planificacidon y coordinacidon, necesitan ser
estratégicamente complementarias, esto les permitird poder lograr un
crecimiento a escala de todas ellas.

Por razones obvias, el caso de 2 paises es una simplificacion para términos
prdcticos de su demostracion, pero para la economia real deberia utilizarse un
modelo como (1). Esto es, contemplando todas las economias con quienes un
pais mantenga intercambios comerciales. En ese caso, un modelo como (1),
reflejaria resultados bastante aproximados a la realidad. Todo esto siempre vy
cuando, como ya se discutio, se dé bajo ciertas condiciones necesarias. A
saber, en principio en términos matemdticos se necesitan valores y vectores
propios positivos que garanticen que el modelo adquiera sentido econdmico
de crecimiento balanceado, cumpliendo principalmente los teoremas de
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Frobenius, ademds de los supuestos de partida del modelo y sus determinadas
restricciones.

Por ofra parte, en términos econdmicos, se necesitan economias que sean muy
complementarias entre si, donde haya un alto grado de coordinacion y
planificacion estratégica para lograr un impulso simultaneo — haciendo las
veces de un modelo dindmico de Leontief multisectorial — para que se garantice
un crecimiento balanceado en su conjunto. Esta planificacion, a pesar de ser
un gran desafio en términos politicos y sociales, podria generar un mensaje de
optimismo o estimulo a las inversiones necesarias del sector privado, dadas las
expectativas de crecimiento a largo plazo.

Entonces, con este modelo dindmico, es posible afiimar que este resultado
podria contribuir no solo al debate sobre la eficacia del comercio internacional
como una herramienta importante del motor de crecimiento, sino también a
aquel debate que presenta al comercio internacional como un factor
importante para garantizar tasas de crecimiento balanceado. Se recuerda del
debate de crecimiento balanceado a autores como Paul N. Rosenstein-Rodan
(1943), quien aseguraba que el tamano de la regidén era un punto importante
para pensar en empresas de famano optimo, y asi poder minimizar los riesgos
de la inversion. En ofras palabras, cuando se evalia el camino de la
industrializacién entre una instancia de aislamiento o una de integracion con el
mundo, esta Ultima puede resultar mds favorable y menos costosa. Esto es,
pensar la complementariedad estratégica de la teoria de Nurske, pero en
términos de comercio internacional. Desde luego se recuerda que, Rosenstein-
Rodan no resuelve como coordinar la industrializacion planeada a gran escala
utilizando las ventajas internacionales. Se recuerda ademds que esto, es una
condicion necesaria. Esto efectivamente es un desafio bastante importante,
imagine que para un estado en si mismo, esto es a veces dificultoso de
implementar. Parte de este desafio se puede definir en términos de Pigou:
“Resolver la ineficiencia del marco institucional por una desavenencia entre el
costo privado y social” (Pigou, 1946). Por eso, pensar en un marco infernacional,
resulta ser mds desafiante, pero no inviable. Claro estd, que, en el corto plazo,
pueden llegar a aparecer ciertas reticencias (politicas, sociales y econdmicas)
ala idea de exigir esta planificacion para lograr una trayectoria de crecimiento
balonceado. Pero el resultado a largo plozo refleja una convergencia
beneficiosa para el conjunto y el crecimiento a escala de las economias.

Tanto enlo visto en el debate de comercio internacional infroductorio, como en
el de crecimiento balanceado, se pueden enconfrar posiciones opuestas
respecto de los efectos del comercio internacional sobre la economia y las tasas
de crecimiento. Lo importante aqui, es destacar que puede ser posible, bajo
determinadas condiciones, generar un marco propicio que potencie el
crecimiento y garantice trayectorias optimas de crecimiento balanceado para
las economias que participen. En ofras palabras, bajo este contexto, seria
posible que las economias organizadas y planificadas estratégicamente,
obtengan mejores resultados cooperando entre si, que actuando de manera
aislada.
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8. Apéndice A -Teoremas de Frobenius

Teorema n°1 -teorema de Frobenius- (la prueba de este tfeorema puede
encontrarse en Akira Takayama (1985)):

Sea 4 una matriz de n x n no negativa e indescomponible.

Vi.

Vii.

A tiene un valor propio 1>0 tal que

Un vector propio x>0 que puede asociarse con A .
El vector propio X es Unico hasta un multiplo escalar; es decir, si § es un

A

vector propio asociado con 4, entonces y=6-x para algun escalar
positivo 6.

SiAd-x=p-x paraalgin >0y x>0, entonces u=41 .

Si @ es un valor propio de 4, enfonces |w|< 4.

A

El valor propio A se incrementa cuando cualquier elemento de 4
aumenta; es decir, si 4 =2 4,20 y A4, 4,son indescomponibles, entonces

A, >4, .donde 4,y 4, . respectivamente, denotan el 4 asociado con
A, 4, .

El valor propio A es una raiz simple.

Definicion: Laraiz 4 en este teorema se suele denominar la raiz de Frobenius de

A; esto se puede denotar como /iA .

Teorema n°2 -feorema de Frobenius- (la prueba de este teorema puede
encontrarse tfambién en Akira Takayama (1985)):

Sea 4 una matrizde n x n no negativa. Sea B = [pI—A] , donde p esun numero

real e I esla matrizidentidad. Entonces las siguientes 6 condiciones son
mutuamente equivalentes.

i
ii.
iii.
iv.
V.
Vi.

Existe un x>0tal que B-x>0.
Para cualquier ¢ >0, existe un x>0 tal que B-x=c.
La matriz B es no singulary B~ >0.

Todos los sucesivos menores principales de B son positivos.
La parte real de los autovalores de B son positivos.

Se tiene p > }:A , donde /iA es la raiz de Frobenius de 4.

Si, ademds, 4 esindescomponible, entonces cualquiera de las anteriores
condiciones es equivalente a las siguientes 2 condiciones:

Vii.

viil.

Existe un x>0tal que B-x>0

La matriz B es no singulary B > 0.
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9. Apéndice B - Optimo de las tasas de intercambio dentro de una
trayectoria balaceada

Como se ha visto en el modelo de trabajo, se ha hallado el éptimo balanceado
a través de un procedimiento grafico, pero esto, asu vez, puede ser demostrado
formalmente a través de la técnica de optimizacidon de Kuhn-Tucker. En este
apéndice, se realiza una demostracion formal mediante esta técnica:

Se ha visto, ademas, que la posibilidad de estados balanceados depende de
las relaciones entre los estados iniciales, tasas de crecimiento propias y valores
mdximos de intercambio. En otras palabras, si hay un pais que es mucho mds
grande que el ofro inicialmente, y la tasa de intercambio no es lo
suficientemente grande, no existird una frayectoria de crecimiento
balanceado.

En principio, se da por supuesto inicial, que existe la trayectoria balanceada;
X(l)

por lo tanto, debe cumplirse, segun (25) -y definiendo x, = X—((’z)
0

2
25 << (g
O B<p (@) B.1)

=2x,6, < B < B (b)

Ademds, de (B.1.a)

351 <p = 5 < ﬁﬁ(zl) = <x0,8(2” _ﬁﬂ(zl) = _xoﬂ(zl) < _x_oﬂm) <0
X, 2 2 2 (B.2)

=6, —-x,p" <0

Se plantea entonces el problema de maximizacion con sus restricciones
correspondientes y las condiciones de no negatividad:

@ (2)

Marx/lz(ﬂ(n),ﬁ(ﬂ)):[a ‘;a J+\/§12 +ﬁ(12)'ﬂ(21) (a)
Xél) (21) X(EZ) 12) @ (2) (21 1 (12)
— 5 - = - =X - =206, (b

con{ X p X P X, d  (0) (B.3)
B < B, B < AV (E)

ﬂ(lz) ﬂ(ZI) >0

De (B.3.b)

1
== 1 =26, = p0 =X f* - 20,6, (B.4)
0
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Y resulta

2
\/512 +ﬂ(m 'ﬁ(m = \/512 +(x§ﬂ(21) _2x051)'ﬁ(21) = \/512 +x§ (IB(ZI)) _2x051,3(21) =

O 2)
2
— [CA00 @yl _ @2n) (21) — (21)
- (51—)60,3 ) _|51_x0:8 |__(51_xoﬂ )_xoﬂ _51_)5018 -

(B.5)

a —a

2

Con lo cual, al reemplazar se elimina la restriccion de igualdad y el problema
resulta equivalente a:

Mex 2, () =a® +x,8%"

2 p(21) (12)
x, 7 =2x,0, <
=4 con {ﬂ‘lm <ﬂ(m° e (B.6)
— 770
L >0

Enftonces, el problema de maximizacién serd dado por el Lagrangeano
(21) _ (2) (21) 2 n(21) (12) (21) (21
LB o,0)=a” +x,5 _wl'(xoﬂ —2x,0, = f, )_a)z'(ﬂ ~—Fo ) (B.7)

y las condiciones necesarias de Kuhn-Tucker

oL @D en, 0L _
op =0 PO P g
a—LZO @ =20 a)l-a—L=0 (B.8)
0w, 0w,
a_L > () a)z > 0 a)z . a_L — ()
O, ow,

Asi, derivando, se tiene
X=X -0, <0(@) 200 B(x,-x0-0,)=0(c)

5B =2x,0, - P <0(d) @ 20()  o-(p%-2x,6-B)=0(f) (B9
B - B <0 (g) ®,>0 (h) ,- (B - B)=0 ()

Por ofro lado, se sabe por (B.3.c) que p"* < B{"? y reemplazando por (B.4)
resulta

(12) (12) 2 H(21) (12) 2 H(21) (12)
BB = x 7 =2x,0, < B, = x, 07 =2x,0, -, <0

Es decir (B.9.d) se verifica siempre.
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Caso 1:Si x %" —2x,6,— A <0

De (B.9.f) se tendrd que o, =0 verificdndose entonces (B.9.d), (B.9.e) y (B.9.f)

X, —®, <0 (a) B =0(b) B (x,—@,)=0(c)
x; BV =2x,0,— B <0 (K) @, =0 (X) 0=0(X) (B.10)
B =Py <0 (g) @,20 () @,(f°"~F")=0()

Sise supone w, =0 resulta x, <0, absurdo, por lo tanto o, # 0; resultando en

X, — @, =0 (%) 13(21) >0 (X) X, =, (X)
Xt BV =2x,6 - B <0 () @ =0 (X) 0=0(X) (B.11)
B =B =0(Y) , >0 (K) =57 X

Asi se tiene un méximo tal que (Figura B.1):

(12) _ .2 n(21) (12)
B =x0" —2x,6, < S (.12)
ﬂ(21)_ (21) :
— o
I I
ﬂ(m)'
4 6ptimo balanceado N B =x lﬁ'”’ 245
=X P T 4%
(21)* 21)
L O ]
\\\ :
\ '
\\ 1
\‘\\ :
\\\\ :
4
N : ﬂl}n.ﬁ(!h N
|
1
1
1
1
I

I * T T T T T T T
B A1)

Figura B1 — Mé&ximo para x; %" —2x,6, - ¥ <0 -
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Caso 2: Si x; %" —2x,6,- B =0 (B.13)

Enfonces

2 1
B = 2d - 7 <02 O =25+

2
0 Xo

Con B“Y >0 por (B.3.b).
Ademds, de (B.13) y de (B.4) se tendrd también que "> = .
Asi
IB(IZ) — élZ)
1

2
P =0 B

2
0 Xo

(B.14)

Si BV < BV (Figura B.2)
X=X 0, =00) B >0(K) Xy —Xg -, =0 (X)
B - 512) —00) ®>0() o _(ﬂ(lZ) _ 512)) =0 (X) (B.15)
P <OR) @ =00 ey (BT - A7)=0 ()

T T T T T T

ﬁ(21)'

/30(21 L

'B(Zl)' 1

ﬂm)-_ (12) H12)
— Fo

Figura B.2 - Méximo para x; BV —2x,6, - B? =0 y B%" < g -

Y si, en particular, %Y = B*" (Figura B.3), se tendrd x; B°" — B'* = 2x,5, . Resulta
entonces
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ﬂ(lZ) _ U2
(]

e (B.16)
0
——
'6(21)'
- pl:\.p‘ll-
\\\
ﬂ(ll)* = ,Bém_ ................................... \.‘. K 4

dptimo balanfeado

1
1
1
'
'
'
1
|
'
'
'
'
1
'
'
'
!
'
'
[
1
'n

T T T T T T T T T T

O = g 412

Figura B.3 - Méximo para x; 8" —2x,6, - B2 =0y g0 = Y -

En resumen (Figura B.4):

T T T T T T T T T T T T T T
J6(21)'
ﬁllll ﬂllll
1 N \
\ \\ * optimos balanceados
A \ .
b N . 12) p(21)
e D S S AT B i
0 A\
IR
L
| ~
1 ‘\\
1
1
Tl =) < (- ) N
[
1 -
j -
B A R ) N
- N n
: -
(xaﬁ;!“ 7Xo_1ﬁou‘)> (e —ag) :
1
1
1
1
1
1
1
.
(12) 512)
B

Figura B.4 - Optimos balanceados para distintfos conjuntos de pardmetros -
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1 p(12)
(xoﬂém_xo 0 )_(a1_a2)

ﬁ(lZ)*

ﬂ(Zl)*

<0

2 H(21)

Xo Py

—-2x,0,

(21
0

(12)
0

(21)
0

>0

(12)
0

2 n(12)
0

-1 _
2x, 0, +x,

Asi, finalmente, se puede observar que, si existe una trayectoria balanceada
para ambas economias donde se infercambie lo mdximo posible, se hallard un
6ptimo balanceado que se corresponderd con el maximo del producto de las
tasas de intercambio de ambas economias. Ademds, los estados balanceados
6ptimos se dan sobre un mdaximo de tasa de infercambio -de una de ellas o

ambas-.
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